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Zbior liczb niewymiernych. Dziatania w zbiorze liczb

niewymiernych

Zrédto: MJ Tangonan, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Poza liczbami wymiernymi - o ktorych
mowiliSmy w poprzedniej lekcji - istniejg
rowniez liczby niewymierne, czyli takie,
ktore nie dajg sie zapisac jako iloraz dwoch
liczb catkowitych (przy zalozeniu, ze
dzielnik nie jest zerem). Przypuszcza sig, ze
liczby niewymierne odkryli pitagorejczycy
(uczniowie Pitagorasa). Wedlug niektorych
zrodel pierwsza rozwazang liczba
niewymierna byt v/2, czyli dlugosé
przekatnej kwadratu o boku

1.

Inni historycy stawiajg hipoteze, ze

Pitagoras - rzezba w muzeum na Kapitolu
Zrédto: dostepny w internecie:

Z przekqtnq piQCiOtha foremnego. https:/commons.wikimedia.org, licencja: CC BY-SA 3.0.

odkrycie liczb niewymiernych wigzato si¢



Wszystkie przekatne pieciokgta foremnego tworza bowiem pentagram, zwany tez
gwiazdg pitagorejska, ktory byt symbolem szkoty pitagorejskiej. Fakt ten pozwala
zaryzykowac twierdzenie, ze pierwszg liczbg niewymierng, ktorg napotkali

V5+1

pitagorejczycy byta ~—5—, czyli dlugos¢ przekatnej pieciokgta foremnego o boku 1.

W tej lekcji przyjrzymy sie blizej liczbom niewymiernym.

Twoje cele

e Rozpoznasz liczby niewymierne.

e Zastosujesz wiasnosci mnozenia, dzielenia, dodawania i odejmowania liczb
niewymiernych.

e Usuniesz niewymierno$¢ z mianownika utamka.



Przeczytaj

Definicja: Liczba niewymierna

Liczbg niewymierng nazwiemy kazda liczbe, ktorej nie mozna przedstawic

w postaci ilorazu dwoch liczb catkowitych przy zatozeniu, ze dzielnik jest rozny

od zera.

Zbior liczb niewymiernych oznaczamy najczesciej symbolem R \ Q lub R — Q,

rzadziej przez IQ.

Wiasnosé: Wtasnosci | wartosci przyblizone

Przypomnijmy, ze rozwinig¢cia dziesietne liczb niewymiernych sg nieskonczone
i nieokresowe. Z tego powodu czesto (zwtaszcza w zadaniach praktycznych lub
gdy potrzebne jest oszacowanie jakiejs wielko$ci) podajemy przyblizenia liczb

niewymiernych. Ponizej podamy poczatek rozwiniecia dziesietnego dla kilku liczb

niewymiernych
V2 =1,41421356237...
V3 =1,73205080757. ..
V5 =2,2360679775...
V6 = 2,44948974278. ..
V7 =2,64575131106...
V10 = 3,16227766017. ..
7 =3,14159265359. ..
Przyktad 1

Wyznaczymy rozwinig¢cia dziesietne z doktadno$cig do dwoch miejsc po

przecinku podanych liczb:



javascript:void(0);

V8=14-2=+V4-vV/2=2V2~2-1,414 = 2,828 ~ 2, 83

Przyktad 2
Aby oszacowac wartosc¢ liczby 5v/3, mozemy zauwazyc, ze V1<V/3 <4

Stad:

1<+3<2
zatem 5v/3 znajduje si¢ na osi miedzy liczbami 5 i 10.

Poniewaz wykonane oszacowanie nie jest zbyt dokladne, mozemy wykonac¢

szacowanie nieco inaczej.

Najpierw wykonamy przeksztalcenie

5v/3 = v/25-/3 =+/25-3 = /5.

Poniewaz

V64 < /75 < /81,

wiec

8 < V75 < 9.

Zatem 5v/3 znajduje sie na osi liczbowej miedzy 8 a 9.

Ciekawostka

Utamkiem tancuchowym nazywamy wyrazenie postaci

ago +

a1+ L T
ag+
Aot

1
+_
g1 a,

gdzie:



ap - jest liczbg catkowitg,

ai,as,...,ag_2,0ak1,ar — sg liczbami naturalnymi dodatnimi.

Liczba jest niewymierna wtedy i tylko wtedy, gdy jej rozwiniecie w utamek

tancuchowy jest nieskonczone.

Przyktad 3

15 +

292 +

Dowody niewymiernosci liczb

Dowody niewymiernoSci liczb czesto przeprowadzamy metodg nie wprost.
W metodzie tej zaprzeczamy tezie, ktorg chcemy udowodnic i wyciggamy z tego
zaprzeczenia wnioski. Jezeli otrzymane wnioski stojg w sprzecznosci z zalozeniami

twierdzenia lub innymi faktami matematycznymi, oznacza to, ze teza jest prawdziwa.
Udowodnimy, ze liczba V2 jest liczbg niewymierna.
Sprawdzmy, do czego doprowadzi nas zaprzeczenie tezy.

Do czego doprowadzitoby przypuszczenie, ze V2 jest liczbg wymierng?



Gdyby v/2 byt liczbg wymierna, wowczas (z definicji) istniatyby liczby catkowite m in
takie, ze v/2 = =, przy czym n # 0. Poniewaz V2 jest liczbg dodatnig mozemy
przyja¢, ze min sg liczbami naturalnymi dodatnimi. Ponadto przyjmijmy, ze = jest
utamkiem nieskracalnym, czyli ze jedynym wspolnym dzielnikiem liczb m i n jest

liczba 1 (o takich liczbach mowimy, ze s3 to liczby wzglednie pierwsze). Poniewaz obie

strony rOwnosci V2= -+ s3 dodatnie, mozna je podnie$¢ do kwadratu otrzymujgc
2 . ’ . ’ 7’ . . . / yd .
2 = I+, co jest rtownowazne rOwnosci 2n? = m?. Zauwazmy, ze lewa strona rownosci

jest liczba podzielng przez 2.

Aby rownos¢ byla prawdziwa, prawa strona tez musi dzielic si¢ przez 2. Poniewaz
prawa strona jest pelnym kwadratem, wiec dzieli si¢ przez 4. Wynika stad, ze lewa
strona rowniez dzieli sie przez 4, czyli 2 dzieli n2. Zatem 2 dzieli n. Okazuje sig, ze
zaréwno n jaki i m sg podzielne przez 2, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze utamek
jest nieskracalny. Do sprzecznosci doprowadzito nas zalozenie, ze V2 jest liczba

wymierna.

Oznacza to, ze v/2 nie jest liczba wymierng, czyli jest liczbg niewymierna.

Przyktad 4
Wiedzac ze V7 jest liczbg niewymierng, udowodnimy, ze ﬁ—;i jest liczbg
niewymierna.

Dowod ponownie przeprowadzimy metodg nie wprost.

Zbadajmy, do czego doprowadzitoby zatozenie, ze ﬁ;; jest liczbg wymierna.
Woweczas istnialaby taka liczba wymierna w, dla ktore;j ﬁ;g =w

Otrzymang rowno$¢ mozemy przeksztatci¢ nastepujaco:

ﬁ—2:w<ﬁ+3)
V7 —2=wV7+ 3w

\/7—w\/7:2—|—3w



javascript:void(0);

VT(1—w) =2+ 3w
\/7:2;1?;};)

Poniewaz iloczyn, iloraz, suma i roznica liczb wymiernych sg liczbami

wymiernymi, zatem cala prawa strona rOwnosci jest liczba wymierng. Poniewaz
VT jest liczbg niewymierng, otrzymujemy sprzecznosc¢ (liczba wymierna nie jest
rowna zadnej liczbie niewymiernej). Do sprzecznosci doprowadzito nas zatozenie,

.. V=2 . .
ze liczba s jest wymierna.

Oznacza to, ze liczba ﬁ—;g jest niewymierna.

Dziatania na liczbach niewymiernych

Zbior liczb niewymiernych nie jest zamkniety na zadne z dziatan: dodawanie,
odejmowanie, mnozenie i dzielenie. Oznacza to, ze suma, roznica iloczyniiloraz liczb

niewymiernych moze by¢ wymierny.

Przyktad 5

Podamy przyklady par liczb niewymiernych, dla ktorych iloczyn, iloraz, suma
i roznica sg liczbami wymiernymi, oraz par liczb niewymiernych, dla ktorych

iloczyn, iloraz, suma i r6znica sg liczbami niewymiernymi.

Przyklady par liczb niewymiernych, = Przyklady par liczb niewymiernych,
dla ktorych suma, réznica, iloczyn dla ktorych suma, réznica, iloczyn

iiloraz sg liczbami niewymiernymi iiloraz sg liczbami wymiernymi
V2+V2=2V2 (1+v2) + (1-v2) =2

2V2 ~ V2 =12 (1+v2) - va=1
VI-V3=v23= 6 V3-V3= 33 =i=3
V10:vV2=+v10:2= 5 VB:vV2=48:2=V4=2

Stownik

liczby wzglednie pierwsze



przynajmniej dwie liczby naturalne, ktorych najwiekszy wspolny dzielnik to 1

liczba niewymierna

liczba rzeczywista, ktorej nie mozna przedstawic jako iloraz dwoch liczb

catkowitych



Animacja

Polecenie 1

Przeanalizuj informacje zawarte w animacji.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DL70ONkdKx

Film nawigzujacy do zagadnienia liczb niewymiernych.

Polecenie 2

Na podstawie informacji zawartych w animacji uporzadkuj ponizsze wypowiedzi tak, aby
otrzymac¢ dowdd niewymiernosci liczby 2.

Wykorzystamy teraz fakt, ze kazdy czynnik pierwszy dzielacy szescian wystepuje

w jego rozktadzie w potedze, ktérej wyktadnik dzieli sie przez 3. M
Poniewaz zatozenie, ze V2 jest liczbg wymierng doprowadzito do sprzecznosci, R
wiec V2 jest liczbg niewymierna. 7
W zwiazku z przytoczonym wyzej faktem mozemy stwierdzic, ze najwieksza
potega liczby 2, ktora dzieli prawg strone réwnosci, ma wyktadnik podzielny przez
3. Z kolei najwieksza potega liczby 2, ktéra dzieli lewg strone réwnosci, ma M
wyktadnik niepodzielny przez 3.
Po podniesieniu obu stron powyzszej réwnosci do potegi trzeciej, otrzymujemy

3 =
2= L.
Oznacza to, ze istnieja takie liczby naturalne dodatnie p i g, dla ktérych zachodzi
3 _ D 4
V2=2
Zatézmy nie wprost, ze \3/5 jest liczbg wymierna. =
Po pomnozeniu obu stron powyzszej réwnosci przez g3, otrzymujemy 2¢3 = p3. =


https://zpe.gov.pl/a/DL7ONkdKx




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1

Stwierdzenie

Suma liczby wymiernej i niewymiernej jest
niewymierna.

Suma dwéch liczb niewymiernych jest niewymierna.

lloczyn liczby wymiernej i liczby niewymiernej jest
niewymierny.
lloraz liczby wymiernej przez liczbe niewymierng jest
niewymierny.

lloraz liczby niewymiernej przez liczbe wymierng jest
niewymierny.

Roéznica liczby wymiernej i liczby niewymiernej jest
niewymierna.

Ocen prawdziwosé stwierdzen. Zaznacz Prawda lub Fatsz.

Prawda

O

O] O] OO0

Fatsz

OO0 0|0



Cwiczenie 2

Rozstrzygnij, czy podane liczby sg wymierne czy niewymierne. Przeciggnij i upusg.

Liczby wymierne

Liczby niewymierne

F

o) [ve] (1] (]
4

3

1,234567891011... | [ 74/

VIO || —8+7 || VIE 5,6 |

—V3,5

4, (015) ]

Cwiczenie 3

6,(4) | ‘ 1, 666. .. ]

Oblicz iloczyny i ilorazy w ponizszych dziataniach, a nastepnie wpisz wynik jako liczbe

catkowita.

Oblicz
V22

V2.

Wynik




Cwiczenie 4

Uporzadkuj w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej bez uzycia kalkulatora.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,




Cwiczenie 5

Wykonaj dziatania. Potacz w pary.

11+ 5v5

(2+v5)(2- v5)

1++/5

(2-v5)(3+v5)

21 — 44/5

(2+v5) (1+2v5)

11 — 55

(2+x/5) (2+¢5)

—-19

(2+5)(3+v5)

—8+35

(2+5)(1-2v5)

—8-3v5

(2 - \/5) (3 = 3)
(1+2v5) (1-2v5)

9+4v5

12 +5v/5

(2-v5)(1-2v5)

1-+5

(2-v5) (1+2v5)

12 - 5v5

(1-2v5)(1-2v5)

(2+x/5)(3— 3)




Cwiczenie 6

Usun niewymiernos¢ z mianownika. Potacz w pary liczby rowne.

Sl

Sosl s s s s s S

Sl



Cwiczenie 7

Wykonaj dziatania na liczbach niewymiernych. Potacz w pary.

(-1+v2)(-1+v3) ~1-VZ+v3+6
(1-v2)(1+v3) ~1+v2-v3+6
(1-v2)(-1-v3) 1-v2+v/3 -6
(1+v2)(-1+ v3) 1-v2-v3+V6



Cwiczenie 8

@

Podaj przyblizenia do dwdéch miejsc po przecinku nastepujacych liczb niewymiernych. Nie

uzywaj kalkulatora.

Przeciagnij poprawny wynik w odpowiednie miejsce.

Liczba niewymierna

Przyblizenie z doktadnoscia do dwéch miejsc po przecinku

V3
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Cwiczenie 9

Zaznacz liczby nalezace do zbioru liczb niewymiernych.

In3

Inl
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Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zbior liczb niewymiernych. Dzialania w zbiorze liczb niewymiernych

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcgce, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe:
I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:
1) wykonuje dzialania (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie,

potegowanie, pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze liczb rzeczywistych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,

technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:

Uczen:



e rozpoznaje liczby niewymierne;

 stosuje wiasnos$ci mnozenia, dzielenia, dodawania i odejmowania liczb
niewymiernych;
e usuwa niewymiernosc z mianownika utamka.

Strategie nauczania:

e konstruktywizm;

e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwrocona klasa;
e wyklad;
e dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
e zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

e tablica interaktywna/tablica, pisak/kreda.

Przebieg lekcji



Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami zapisanymi w sekcji ,Przeczytaj’.

Faza wstepna:

1. Prowadzacy wySwietla na tablicy interaktywnej zawartosc¢ sekcji
~Wprowadzenie” i omawia cele do osiggniecia w trakcie lekcji w temacie: ,Zbior

liczb niewymiernych. Dzialania w zbiorze liczb niewymiernych”.

2. Nauczyciel prosi o przygotowanie w parach pytan zwigzanych z tematem. Czego

sie uczniowie chcg dowiedziec? Co ich interesuje w zwigzku z tematem lekcji?

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel wySwietla zawartoSc¢ sekcji ,Animacja”, wybrany uczen czyta tres¢
polecenia nr1,Przeanalizuj informacje zawarte w animacji”. Po zaznajomieniu si¢
z tresciami nauczyciel komentuje, i w razie potrzeby wyjasnia, najwazniejsze

etapy realizacji polecenia.

2. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku bedg rozwigzywac
¢wiczenia nr 11 2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po
ustalonym czasie wybrani uczniowie przedstawiajg rozwigzania. Nauczyciel
w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje, udziela

uczniom informacji zwrotne;.

3. W dalszej czeSci uczniowie wykonujg w grupach ¢wiczenia 3-5. Po zakonczeniu

kazdego ¢wiczenia wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie na forum klasy.

4. Cwiczenia numer 6,7 i 8 uczniowie wykonuja indywidualnie, a nastepnie omawia

je nauczyciel.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz

7

sie’.



2. Nauczyciel przypomina temat zajec: ,,Zbior liczb niewymiernych. Dziatania
w zbiorze liczb niewymiernych” i podsumowuje przebieg zaje¢. Wskazuje mocne

i stabe strony pracy uczniow.

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace
przyklad i rozwigzanie) do tematu lekcji (,,Zbior liczb niewymiernych. Dziatania

w zbiorze liczb niewymiernych”).

Materialy pomocnicze:

Ofiara Hippazosa, czyli o tajemnicy liczb niewymiernych

Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna wykorzystac jako materiat stuzacy
powtorzeniu materialu w temacie ,,Zbior liczb niewymiernych. Dzialania

w zbiorze liczb niewymiernych”.


https://epodreczniki.pl/a/ofiara-hippazosa-czyli-o-tajemnicy-liczb-niewymiernych/DKzpcNJRe

