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Zrédto: dostepny w internecie: www.pixabay.com, domena publiczna.

W przedstawionym materiale bedziemy rozwigzywac problemy zwigzane
z prostopadtoscianem umieszczonym w kuli. Pomimo to, ze kazdego dnia mijamy setki



prostopadtos$cianow, czesto nie potrafimy wyobrazi¢ sobie co kryje si¢ we wnetrzu takiej
bryty. Wielu uczniow ma problem z zaznaczaniem katow w przestrzeni czy wyborem
przekroju bryly takg plaszczyzng, ktora umozliwi rozwigzanie zadania. Pomocne w takiej
sytuacji moze by¢ zbudowanie przestrzennego modelu takiejbryly na przyktad
wykorzystujac plasteling i wykataczki.

Zrédto: GroMar Sp. z 0.0., domena publiczna.

Twoje cele

» Poznasz wlasnos$ci prostopadto$cianu wpisanego w kule.
» Zastosujesz wzory na pole powierzchni i objetos¢ kuli oraz prostopadloScianu.
e Zbadasz zalezno$¢ miedzy promieniem kuli opisanejna prostopadloscianie,
a przekatng bryty.
e Przeprowadzisz rozumowanie pomagajace ustali¢ strategie rozwigzania zadania.




Przeczytaj

Wiasnosci prostopadtoscianu i kuli sg wszystkim dobrze znane. Potrafimy obliczy¢ objetos¢
oraz pole powierzchni tych figur przestrzennych. W tym materiale zajmiemy si¢ obiektem,
ktory jest potaczeniem kuli i prostopadto$cianu oraz nauczymy si¢ jak wykonac¢ przekroj,
ktory pomoze nam w rozwigzaniu wielu zadan.

Przyjmijmy nastepujaca definicje:
Definicja: Prostopadtoscian wpisany w kule

Prostopadtoscian jest wpisany w kule, jesli wszystkie wierzcholki prostopadloscianu lezg
na powierzchni kuli.

Mozemy zamiennie uzywac okreslenia: prostopadloscian jest wpisany w kule lub kula jest
opisana na prostopadlosScianie.

We wszystkich przykiadach i zadaniach bedziemy postugiwac si¢ odpowiednim
przekrojem i oznaczeniami jak na rysunku:

gdzie:

a, b, c — dtugosci krawedzi prostopadtoscianu,

R - promien kuli opisanej na prostopadlo$cianie,
S - $rodek kuli opisanej na prostopadloscianie.

Przekroj ptaszczyzng zawierajaca przekatng prostopadioscianu i przekatng podstawy.
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Zauwazmy, ze przekatna prostopadloscianu jest sSrednicg kuli opisanejna tym
prostopadto$cianie.

A zatem, korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa, mozemy obliczy¢ promien kuli w zalezno$ci
od dlugosci krawedzi prostopadtoscianu.

2
(2R} = (Va2 +7) +¢
2R = vVa?+ b+ 2
R = %\/a2—|—b2+c2
Przyktad 1

Obliczymy objetosc¢ kuli opisanejna prostopadioscianie, ktorego krawedzie majg dtugosci
2,3i6.

Rozwigzanie:
R=3V224+3+62=1v49 =

_ 4. p3_ 4_(7\3 _ 4_343 _ 343
V= 7TR_:’,7T(2)—37r8 = T

|~

Przyktad 2

Objeto$¢ prostopadtoécianu wynosi 480 cm?. Jedna z krawedzi ma dtugo$¢ 5 cm,
a stosunek dwoch pozostatych krawedzi wynosi 4 : 3. Obliczymy pole powierzchni kuli
opisanejna tym prostopadioscianie.
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Rozwigzanie:

Skoro stosunek dtugosci dwoch krawedzi prostopadio$cianu wynosi 4 : 3 to mozemy
przyjac, ze a = 4z oraz b = 3z, gdzie z jest dowolng liczbg rzeczywista dodatnia.

Wykorzystujac informacje o objetosci prostopadlo$cianu otrzymujemy rownanie:
4z - 3z -5 = 480

60z” = 480

=2V 2

Azatema = 8V2 cm,b=6v2 cmic=5 cm.

Promien kuli opisanejna tym prostopadioScianie jest rowny

S NCCRICORER s

Pole powierzchni kuli jest rowne P = 4wR? = 4t - 231—5 = 2257 [cmz}.

Przyktad 3

Przekatna jednej ze Scian bocznych prostopadtoscianu ma dtugosc 4 i tworzy
z plaszczyzna podstawy kat 60 °. Przekatna sgsiedniej $Sciany bocznej tworzy
z plaszczyzna podstawy kat 45°. Obliczymy $rednice kuli opisanejna tym
prostopadlo$cianie.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze kat miedzy przekatng Sciany bocznej prostopadtoscianu, a ptaszczyzng
podstawy, to kat miedzy przekatng Sciany i krawedzia podstawy.

Wykonajmy odpowiedni rysunek.
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60°

Korzystajac z wiasnosci tréjkata prostokgtnego o katach 30°, 60° otrzymujemy b = 2 oraz

c =243

Sasiednia Sciana boczna jest kwadratem o boku dtugosci 2V/3.

45°

Stad krawedz podstawy a = 2+/3.

A zatem 2R = \/(2\/§)2 + (2\/§)2 422 = /28 = 2¢/7.

Przyktad 4

W kule o powierzchni 647 wpisano prostopadtoscian ktorego podstawa jest kwadrat
o przekatnej 6. Jaka jest wysoko$¢ tego prostopadtoscianu?



Rozwigzanie:

Wyznaczymy promien kuli. Otrzymujemy réwnanie:
4TR? = 64

Stad R = 4.

Do rozwigzania zadania wykorzystamy przekroj prostopadto$cianu ptaszczyzna
zawierajgcg przekatng bryly i przekatng podstawy.

Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy:
c? + 6% = 82

c® =28

c=2VT.

Przyktad 5

Obliczymy dtugos¢ najmniejszego z okregow wyznaczonych przez wierzchotki Sciany

graniastostupa prawidtowego czworokatnego o polu podstawy réwnym 25 cm? i

wysokosci 6 cm.
Rozwigzanie:

Z treéci zadania wiemy, ze podstaw3 jest kwadrat o polu 25 cm?, zatem jego krawedz
podstawy ma dlugos$¢ 5 cm. Wynika stad, ze pole powierzchni podstawy jest mniejsze niz



pole powierzchni éciany bocznej: 25 cm? > 30 cm?.

Wierzchotki prostopadtoscianu lezg na sferze, wowczas mozemy wycig¢ poprzecznie
z tej strefy okrag wyznaczony przez wierzchotki gornejlub dolnej podstawy.

Do rozwigzania zadania wykorzystamy przekroj prostopadtos$cianu ptaszczyzna
zawierajgcq jego podstawe.

Zauwazmy, ze przekagtna kwadratu jest takze Srednicg okregu opisanego na tej figurze.
Ze wzoru na przekatng kwadratu d = av/2 dostajemy, ze d = 5v/2.

Korzystajac ze wzoru na dtugos¢ okregu L = 2nr, gdzie 2r = d otrzymujemy, ze
L = 5v/2 [cm].

Stownik
objetos¢ prostopadtoscianu

Objetosc¢ prostopadloscianu to iloczyn dtugosci trzech krawedzi wychodzacych
z jednego wierzchotka.

Wzor na objetos¢ prostopadtoscianu o krawedziach a, bi ¢
V=ab-c
kula
Kula powstaje przez obrot dowolnego kota wokot jego Srednicy.
Wzor na objetos¢ kuli o promieniu R:
V=2 7R
Wz6r na pole powierzchni kuli o promieniu R:
P=4.7-R?
przekatna prostopadtoscianu

Przekatna prostopadtoscianu to odcinek taczacy dwa najdalej oddalone od siebie
wierzchotki. Wzor na przekatna prostopadtoscianu o krawedziach a, bi c:

Va2 + b+ c?




Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizszg symulacjg interaktywna. Przedstawiono w niej prostopadtoscian
wpisany w kule. Za pomoca suwakéw mozesz zmienia¢ wymiary prostopadtoscianu.

Ustaw dtugosci krawedzi tak, aby byty kolejnymi liczbami naturalnymi parzystymi. Dla
przyjetych wartosci oblicz objetos¢ kuli.
Sprawdz swoje obliczenia za pomocg przycisku ,pokaz objetos¢ kuli”.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DBR5IWpnY

Polecenie 2

W kule o promieniu 2 wpisano prostopadtos$cian, ktérego podstawg jest kwadrat, a wysokos¢
jest dwa razy dtuzsza od krawedzi podstawy. Oblicz objetos¢ tego prostopadtoscianu.
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Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Na prostopadtoscianie o wymiarach 3, 4 i 5 mozna opisac kule
o $rednicy:

O 3v2
O 2v3
O 5v2

O 2v5

Cwiczenie 2 3

Zaznacz poprawng odpowiedz. W kule o objetosci ST‘/EW mozna wpisac prostopadtoscian

o wymiarach:

\/§><2><3
2x3x3
2x2x3

1x2x3

o O O O



Cwiczenie 3

Oblicz dtugo$¢ najmniejszego z okregdw wyznaczonych przez wierzchotki Sciany
prostopadtoscianu wpisanego w kule o najmniejszej powierzchni, wiedzac, ze podstawa
prostopadtoscianu jest kwadrat o polu 16 cm?, a jego wysoko$¢ ma dtugoséé 5 cm.

O 3v2n
O 2,
O 5v2n

O 4v/2m

Cwiczenie 4
Wohisz poprawna liczbe.

Powierzchnia kuli opisanej na prostopadtoscianie o wymiarach 1 x 2 x 3 jest rowna

*TL.




Cwiczenie 5

Z dwodch szesciandw o objetosci 8 cm? zbudowano prostopadtoscian. Jaka jest objetos¢ kuli
opisanej na tym prostopadtoscianie?
Uzupetnij tekst tak, aby otrzymac rozwigzanie zadania.

________________________________________

____________________

........................................

‘8\/6#”2\/6"1/:%71'(\/6)3|‘\/m,‘2cm,2cmi4cmH2cm’

Cwiczenie 6

Suma dtugosci wszystkich krawedzi prostopadtoscianu jest réwna 96. Dtugosci krawedzi
wychodzacych z jednego wierzchotka pozostajg w stosunku 3 : 4 : 5. Wykaz, Ze pole
powierzchni kuli opisanej na tym prostopadtoscianie jest réwne 200.

Cwiczenie 7

Wysokos$¢ prostopadtoscianu jest rowna c. Przekatna jednej ze $cian bocznych
prostopadtoscianu tworzy z ptaszczyzna podstawy kat 60°. Przekatna sasiedniej $ciany
bocznej tworzy z ptaszczyzng podstawy kat 45°. Obliczymy Srednice kuli opisanej na tym
prostopadtoscianie.

Cwiczenie 8 @

Z kuli o srednicy 13 wycieto prostopadtoscian o wysokosci 12, w ktérym krawedzie podstawy
réznig sie o 1. Oblicz objetos$¢ tego prostopadtoscianu.



Cwiczenie 9 @

Prostopadtoscian o podstawie kwadratowej wpisano w kule o promieniu R. Przekatna tego

prostopadtoscianu jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem a. Oblicz objetos¢
tego prostopadtoscianu.



Dla nauczyciela

Autor: Malgorzata Kantor-Szczes$niak

Przedmiot: Matematyka

Temat: Sze$cian wpisany w kule

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

6) oblicza objetos¢ i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka, kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

e rozpoznaje prostopadioScian wpisany w kule i potrafi naszkicowac przekroj osiowy tej
sytuaciji

e bada zalezno$¢ miedzy promieniem kuli opisanejna prostopadtoscianie a przekatng
bryty

 stosuje wzory na pola powierzchni i objetosc¢ kuli oraz prostopadtoscianu

e przeprowadza rozumowanie pomagajgce ustali¢ strategie rozwigzania zadania

Strategie nauczania:

o konstruktywizm
o konektywizm



Metody i techniki nauczania:

o dyskusja
e analiza pomystow

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do Internetu
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
» projektor multimedialny/ tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

» Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z treSciami zapisanymi w sekcji
LPrzeczytaj

Faza wstepna:
» Nauczyciel podaje temat: ,Prostopadtoscian wpisany w kule” i cele zajec.
Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel razem z uczniami analizuje polecenia z sekcji ,Symulacja interaktywna”

2. Nastepnie nauczyciel dzieli klase na 6 grup. Kazda grupa otrzymuje do rozwigzania
jedno ¢wiczenie z po$rod ¢wiczen 1 -6 w czesci ,,Sprawdz sie”

3. Wyznaczony przez nauczyciela uczen omawia rozwigzanie zadania na forum klasy.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel omawia ewentualne problemy zwigzane z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji
»Sprawdz sie”.

2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniow o rozwiniecie zdania: ,Po dzisiejszej lekcji
powinienem/powinnam zapami¢tac, ze...”.

Praca domowa:
Uczniowie dobieraja si¢ w pary i rozwigzuja ¢wiczenia 7i 8 z sekcji ,Sprawdz sie”
Materialy pomocnicze:

» ProstopadloScian
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o Kulai sfera
Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze poprosi¢ o uczniow o przeanalizowanie zaleznosci objetosci kuli od
wymiaréw prostopadlo$cianu na podstawie symulacji interaktywne;j.
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