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Zrédto: NeONBRAND, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Jednym z najwazniejszych wskaznikow finansowych informujacych o przecigetnym koszcie
wzglednym kapitatu zaangazowanego w finansowanie inwestycji przez przedsigbiorstwo
jest WACC, czyli sredni wazony koszt kapitatu (ang. weighted average cost of capital).

WACC jest uzywany przy ocenie rentownosci inwestycji - czy koszt kapitatu finansujacego
przewyzszy stope zwrotu i inwestycja nie bedzie optacalna. Czy wrecz przeciwnie, koszt
kapitatu finansujacego bedzie duzo nizszy niz przewidywana stopa zwrotu i inwestycja
przyniesie duzy zysk.

Sredni wazony koszt kapitalu uwzglednia przy tym rézne zrodia finansowania inwestyciji
(np. emisje akciji, kredyt).

Jesli wiec w przysztos$ci masz zamiar zatozy¢ swojg firme, warto juz teraz poznac tajniki
wyznaczania Sredniej wazonej, bedgcej podstawg obliczania WACC.

Twoje cele

» Obliczysz srednig wazong zestawu danych.
» Wyodrebnisz wtasnoSci badanego zestawu danych, na podstawie obliczonej Sredniej
Wazone;j.




Przeczytaj

Przyktad 1

Wystawiajgc ocene¢ koncoworoczna z biologii w pewnej szkole, bierze si¢ pod uwage trzy
liczby:

s — $rednig arytmetyczng ocen uzyskanych w ciggu catego roku szkolnego,
p - ocen¢ z obowigzkowej pracy projektowe;j,
u - udzial w konkursach, olimpiadach, turniejach.

Wynik koncowy k ustala si¢ wedtug wzoru:
k= %3 + %p + %u

Najwieksze znaczenie (najwieckszg wage) ma wiec Srednia ocen uzyskanych w ciggu
catego roku szkolnego, oceny p i © maja mniejsza wage.

Mowimy, ze koncowa ocena k jest Srednia wazong ocen s, p, u z wagami odpowiednio %,
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Srednia wazona jest wiec érednig elementéw, ktorym przypisywane s rézne wagi. Zatem
elementy o wigkszej wadze, maja wigkszy wplyw na Srednia. Jesli wszystkie elementy majg
takie same wagi - Srednia wazona jest rowna Sredniej arytmetyczne;j.

Statystycy rozwazaja kilka rodzajow Sredniej wazonej — my bedziemy zajmowac sie tylko
Srednig wazong arytmetyczng, zwang krotko srednig wazona.

Srednia wazona ma wiasnoéci podobne do $redniej arytmetycznej - jest mianowang miarg
tendencji centralnej (miary tendencji centralnej - zwane miarami Srednimi, przecietnymi -
charakteryzujg przecietny poziom badanego zjawiska, przyjmujg takie wartosci, wokot
ktorych skupiajg sie wszystkie pozostate wartosci badanej cechy statystycznej).

Definicja: Srednia wazona arytmetyczna

Srednig wazong arytmetyczng liczb 2, xs, ..., z, z odpowiadajgcymi im odpowiednio
wagami wy, we, ..., w, nazywamy liczbe Z,, okreslong wzorem

:z _ riwitTawe+t. . . T w,
w T w1twa+. . .+wy,

gdzie:
wy, Wy, ..., W, —Sqliczbami dodatnimi.

Przyktad 2



javascript:void(0);

Obliczymy srednig wazong liczb z podanymi wagami.

Liczby z; 3 6 18
Wagi w; 2 3 1
Rozwigzanie:

Skorzystamy ze wzoru na Srednig wazona.

—~ _ TjwitTawot...+xwy,

w w1 tws+. .. +w,
W rozwazanym przypadku:
Il :3,562 = 6,:(33 =18
w; =2, w2 =3, w3 =1
Stad:
3= Sstusl _ 2 g
Odpowiedz:

Srednia wazona podanego zestawu liczb jest rowna 7.

Srednia wazona wykorzystywana jest w sytuacjach, gdy pewnym wielkoéciom (danym)
trzeba nada¢ wigksze znaczenie.

Przyktad 3

Aneta na egzaminie maturalnym zdawala trzy przedmioty w zakresie rozszerzonym:
matematyke, fizyke i jezyk angielski. Z matematyki uzyskata 42 punkty, z fizyki 28
punktow i z jezyka angielskiego 26 punktow.

Aby Aneta zostala przyjeta na wybrane studia, sSrednia wazona liczby uzyskanych przez
nig punktow powinna wynosi¢ co najmniej 35.

Przy czym punktom zdobytym z matematyki przypisywano wage 6, z fizyki wage 4
i z jezyka obcego wage 1.

Ustalimy, czy Aneta dostanie si¢ na wybrane przez siebie studia.
Rozwigzanie:

Przedstawimy wszystkie dane w tabeli.
Przedmiot Liczba uzyskanych punktow z; Wagaw; ;- w;

Matematyka 42 6 252




Przedmiot Liczba uzyskanych punktow z; Waga w; x;
Fizyka 28 4 112
Jezyk angielski 26 1 26
Razem 11 390

Obliczamy srednig wazong liczby uzyskanych punktow.

w

390 ~
390 ~ 35,5

35,5 > 35
Odpowiedz:

Srednia wazona uzyskanych przez Anete punktow jest wieksza od wymaganej, zatem
dostanie si¢ ona na studia.

Uzyskane wyniki mozna zinterpretowaé nastepujgco: pomimo, ze Aneta otrzymata
mniejsza liczbe punktéw od wymaganej z fizyki i jezyka angielskiego, to wysoka waga
liczby punktoéw uzyskanych z matematyki spowodowata, ze w konsekwenciji uzyskata
wymagana liczbe punktow.

Zauwazmy tez, ze gdyby o przyjeciu na studia decydowata Srednia arytmetyczna, to

Aneta nie dostataby si¢ na studia, gdyz Srednia ta jest rowna w = 32.

Przyktad 4

Obliczymy Srednig arytmetyczng zestawu danych: 2, 4, 6, 10, 2, 2, 4, 6, 10, 10, 2, 4.
Rozwigzanie:

I sposob:

Korzystamy ze wzoru na srednig arytmetyczna.

244+46+41012+42+4+64+10+10+4244 _ 62 _ g
12 - 12 —

T = %
I sposob:

Zamiast Sredniej arytmetycznej obliczymy Srednig wazong, przyjmujac, ze wagami sa
liczebnosci danych.

Wartos$¢ x; Liczebno$¢ n; = w; T; - W;
2 4 8
4 3 12
6 2 12

.w’l,



Wartosc¢ z; Liczebnosé n; = w; T; - Ww;
10 3 30
Razem 12 62

Korzystamy ze wzoru na Srednig wazona.

W obu przypadkach otrzymaliSmy te same liczby.

Odpowiedz:

. , : . 1
Srednia arytmetyczna zestawu danych jest rowna 5¢.

Whiosek:
Srednia arytmetyczna zestawu danych statystycznych x;, 3, ..., xjjest rowna $redniej
wazonej tego zestawu danych, gdy liczebnosci ny, ns, ..., ng odpowiadajace danym,

przyjmiemy za wagi poszczegolnych wartosci.

Pokazemy teraz, jak wyznaczy¢ Srednig wazong zestawu danych zapisanych w postaci
szeregu rozdzielczego z przedziatami klasowymi.

Przyktad 5

W dziesiecioosobowej grupie osob dokonano pomiaru wieku i otrzymano nastepujace
wyniki: 20, 21, 23, 20, 20, 25, 22, 23, 23, 21.

Obliczymy Sredni wiek osob z badanej grupy, grupujac dane w szereg rozdzielczy
z przedziatami klasowymi o rozpietosci 2 lat.

Rozwigzanie:
Budujemy odpowiedni szereg rozdzielczy.

Aby obliczy¢ Srednig, wyznaczymy srodki przedziatow klasowych.

Wiek w latach z;  Liczebno$¢ n; Srodek przedziatu klasowego Z; Z; - 1y
(20, 22) 5 21 105
(22, 24) 4 23 92
(24, 26) 1 25 25
Razem 10 222




Ty = 22—%—24 — 923
Ty = 24;26 — 25

Obliczamy $rednig, korzystajgc z wyznaczonych danych i ze wzoru:

TNy + Tong + ... + TNy

T = o
gdzie:
k - liczba klas,
Z; - Srodek 7 - tego przedzialu, gdziei =1, 2, ..., k,

n; — liczebno§¢ dla danego przedziatu, gdzie ny +n9 + ... + ni = n,
n - liczebno§¢ zbiorowosci n statystyczne;j.

T =22 =222

T = 22,2 lata

Odpowiedz:

Srednia wieku w tej grupie osob wynosi 22, 2 lata.
Wazne!

W szeregach rozdzielczych o przedziatach klasowych srednia arytmetyczna jest zwykle
tylko wartosScia przyblizong (Srednia liczona z szeregu szczegotowego z przyktadu 5 jest
rowna 21, 8).

Stownik
srednia wazona arytmetyczna

srednia wazona arytmetyczna liczb 1, z2, ..., , z odpowiadajacymi im odpowiednio
wagami wy, we, ..., W, toliczba Z,, okreslona wzorem:

A TiW1+Tawo+. . AT, Wy
w w1 tws+. .. +w,

gdzie:
wy, Wy, ..., W, —s3liczbami dodatnimi




Animacja

Polecenie 1

Przeanalizuj materiat zawarty w animacji. Zastanéw sie, czy w kazdym przypadku mozna
oblicza¢ $rednig wazong w sposéb uproszony.

Zwrdo¢ uwaga na analogie i réznice miedzy sSrednig wazong, a Srednig arytmetyczna.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dv4PYinwS

Animacja rozpoczyna si¢ od ekranu podzielonego na dwie czesSci: w czesci lewej znajduje
si¢ kartka w kratke, po prawej stronie mamy wyniki eliminacji do turnieju tanca
nowoczesnego w kategorii Standard. Liczba punktow x i : dwa, cztery, sze$¢, osiem. Liczba
par tanecznych n i: siedem, osiemnascie, dziewie¢, szeS¢. Czestos¢ p i: zero przecinek sto
siedemdziesiat pie¢, zero przecinek czterdziesci pie¢, zero przecinek dwiescie
dwadziescia pig¢, zero przecinek pietnascie. Na kartce w kratke po lewej stronie pojawia
si¢ napis. Sposob jeden: Obliczymy $rednig wazong liczby punktoéw zdobytych przez pary
uczestniczace w turnieju. Srednia wazona x réwna sie dwa razy siedem doda¢ cztery razy
osiemnascie dodac szes¢ razy dziewie¢ dodac osiem razy szesS¢, catos¢ podzielona przez
siedem doda¢ osiemnascie doda¢ dziewie¢ doda¢ sze$¢. Srednia wazona x réwna sie sto
osiemdziesigt osiem podzieli¢ przez czterdziesci. Srednia wazona x réwna sie cztery
przecinek siedem punktoéw. Sposob dwa: Obliczymy teraz w inny sposob $rednig wazona
liczby punktow. Zero przecinek sto siedemdziesigt pie¢ dodac zero przecinek czterdziesci
piec¢ dodac zero przecinek dwiescie dwadzieScia pie¢ dodac zero przecinek pietnascie
roéwna sie jeden. Srednig wazong wyznaczymy jako sume iloczynoéw punktow i czestosci.
Srednia wazona x rowna sie dwa razy zero przecinek sto siedemdziesigt pie¢ doda¢ cztery
razy ero przecinek czterdziesci pie¢ dodac szeSc¢ razy zero przecinek dwiescie
dwadzie$cia pie¢ doda¢ osiem razy zero przecinek pietnascie. Srednia wazona x réwna sie
zero przecinek trzydziesci pie¢ dodac jeden przecinek osiem dodac jeden przecinek
trzydziesci pie¢ doda¢ jeden przecinek dwa. Srednia wazona x rowna sie cztery przecinek
siedem punktow. Wazne. Jesli dla zestawu danych statystycznych x jeden przecinek x dwa
przecinek trzykropek przecinek x n czestoS$¢ pi rowna si¢ n i podzielone przez

n przyjmiemy jako wagi poszczeg6lnych wartosci, to Srednia wazona zestawu danych jest
rowna Srednia wazona w rowna si¢ pe jeden razy x jeden doda¢ p dwa x dwa dodac
trzykropek dodac p n razy x n, gdzie p jeden doda¢ p dwa dodac¢ trzykropek dodac

p n rowna si¢ jeden. Kartka w kratke jest czysta, po prawej stronie nie mamy wyniku
eliminacji. Pole ekranu po prawej stronie jest puste. Po prawej stronie ekranu pojawiajg si¢
symbole chemiczne izotopu chloru o masie trzydziesci pig¢¢ i masie trzydziesci siedem.


https://zpe.gov.pl/a/Dv4PYinwS

Pojawia si¢ tez system chemiczny chloru z pustym polem masy. Na kartce pojawia si¢ tres¢
przykladu. Dwa izotopy chloru maja masy 35 i 27. Wyznacz mase atomowg chloru,
tworzonego w sposob naturalny jezeli wiadomo, ze sklada si¢ on z izotopow w stosunku trzy
podzieli¢ przez jeden. Srednia wazona x réwna sie x jeden razy w jeden doda¢ x dwa doda¢
w dwa, calos¢ podzieli¢ przez w jeden doda¢ w dwa., gdzie x jeden rowna si¢ trzydziesci
pie¢, x dwa wazy trzydziesci siedem, w jeden wynosi trzy, w dwa wynosi jeden. Szukana
wielko$¢ to érednia wazona. Srednia wazona x réwna sie trzydziesci pie¢ razy trzy dodac¢
trzydzie$ci siedem razy jeden, cato$¢ podzieli¢ przez trzy dodac jeden. Trzy i jeden
oznaczone s3 jako wagi. Srednia wazona x réwna sie sto pie¢ doda¢ trzydziesci siedem,
caloé¢ podzieli¢ przez cztery. Srednia wazona x réwna sie sto czterdzieéci dwa podzieli¢
przez cztery. Srednia wazona x rowna sie trzydzieéci pie¢ przecinek pie¢. Masa atomowa
chloru jest rowna trzydziesci piec¢ i pie¢ dziesiatych.

Polecenie 2

Oblicz, w taki sposéb jak pokazano to w animacji, Srednig wazong zestawu liczb 4, 12, 16
z wagami odpowiednio (0,1), (0,2) i (0,7).




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)

Cwiczenie 2 ¢
Rodzina panstwa Piotrowskich chce pojecha¢ na zagraniczng wycieczke. W tabelce
wpisano dane na temat rozwazanych przez Piotrowskich wycieczek. Uzupetnij tabelke,
przeciggajac odpowiednie liczby w prawidtowe miejsca oraz nazwe miasta, do ktérego

powinni pojechac Piotrowscy.

Cwiczenie 3 O
Cwiczenie 4 C
Cwiczenie 5 O
Cwiczenie 6 O

Zwazono losowo wybrane tabliczki czekolady, produkowanej w pewnej fabryce.

Otrzymane dane zamieszczono w tabeli.

Masa tabliczki czekolady (w g) Liczba tabliczek czekolady (w szt.)
120 5
100 10
98 35
Cwiczenie 7 @

Agata wybrata sie do babci, ktora mieszkata w odlegtosci 120 km. Potowe drogi
jechata autostradg z predkoscig 120 kTm a potowe szosg z predkosciag 40 kTm Uzupetnij

obliczenia sredniej predkosci, z jaka jechata Agata. Przeciggnij odpowiednie liczby.



Cwiczenie 8 @
Uczniowie pewnej klasy pisali klaséwke z jezyka polskiego. Dwdch uczniéw otrzymato
stopien dopuszczajacy, 40% ucznidow otrzymato stopien dobry, % dostata stopien

bardzo dobry, a pozostali otrzymali stopien dostateczny.

Oblicz, ilu ucznidéw otrzymato stopien dostateczny, jezeli sSrednia ocen wynosita
3,7.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Srednia wazona

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

XII. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka.

Zakres podstawowy. Uczen:

3) oblicza $rednig arytmetyczng i Srednig wazong, znajduje mediang i dominante.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

e wyznacza Srednig wazong zestawu danych pogrupowanych w roézny sposob

 interpretuje wyniki uzyskane po wyznaczeniu Sredniej wazonej

« analizuje sytuacje z zycia codziennego i dobiera modele matematyczne do ich
rozwiazania

e ocenia przydatno$c¢ roznych sposobow wyznaczania Sredniej arytmetycznejdo
rozwigzania danego problemu teoretycznego i praktycznego

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja



e gwiazda pytan
o artefakty

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow, aby w domu przypomnieli sobie sposob wyznaczania
Sredniej arytmetyczne;j.

Faza wstepna:
Dyskusja - idealny system oceniania uczniow - jaki powinien byc¢.

Uczniowie wspolnie wypracowuja idealny, ich zdaniem system oceniania, uwzgledniajacy
oceny liczbowe. Nastepnie kazdy z uczniow ma za zadanie policzy¢ swoja Srednig ocen
z matematyki, uwzgledniajgc obecng punktacje oraz proponowang.

Rozmowa - czy uzyskane oceny roznig sie¢ i dlaczego.

Uczniowie podaja tez sposoby, ktore pozwolily im na wyznaczenie Sredniej ocen w kazdym
przypadku.

Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.
Faza realizacyjna:

Uczniowie w grupach zapoznajg si¢ z materiatem zapisanym w sekcji Przeczytaj
1 z animacja.

Praca metodg artefaktow - zadaniem grup jest zmodyfikowanie sposobu wyznaczania
Sredniej wazonej tak, aby obliczenia prowadzily do wyznaczania Sredniej arytmetyczne;.
Maja podac tez przyklady zestawow liczb (lub sytuacji) wyznaczania Sredniej wartosci, bez
stosowania formalnych wzoréw na $rednie.



Uczniowie wykonuja zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, tworzgc przy tym gwiazde
pytan. Czyli zapisujac na ramionach gwiazdy pytania, ktore nasunetly si¢ im w trakcie
rozwigzywania zadan.

Faza podsumowujaca:

Nauczyciel wyjasnia watpliwos$ci zapisane na ramionach gwiazd, wybrani uczniowie
podsumowujg zajecia. Uczniowie wspolnie podaja co najmniej4 przyklady zastosowania
Sredniej wazonejw sytuacjach zycia codziennego.

Uczniowie oceniajg prace swoich grup - wedtug stworzonego wczesniej modelu oceniania.
Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest zebranie danych na temat cen tej samej paczki masta w kilkunastu
sklepach i wyznaczenie $redniej wazonej cen masta.

Materialy pomocnicze:
Srednia arytmetyczna i mediana zestawu danych
Wskazowki metodyczne:

Animacja moze postuzy¢ jako podsumowanie zaje¢ lub jako przypomnienie sposobu
wyznaczania Sredniej wazonej, w momencie podsumowywania wiadomosci ze statystyki.


https://epodreczniki.pl/a/srednia-arytmetyczna-i-mediana-zestawu-danych/D11Tkzbmg

