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Zrodto: andreadevisser tarafindan Pixabay, domena publiczna.

Podobienstwo trojkatow jest czesto wykorzystywanym narzedziem matematycznym do
rozwigzywania zadan z geometrii i to zarbwno w prostych sytuacjach, jak i tez w sytuacjach
problemowych, w szczegodlnosci do prowadzenia dowodow geometrycznych.

Twoje cele

» Zastosujesz cechy podobienstwa trojkatow do obliczania bokow trojkatow
podobnych w danej skali.

o Wykorzystasz podobienstwo tréojkatow do rozwigzywania zadan.

» Zastosujesz cechy podobienstwa trojkatow do uzasadniania podobienstwa trojkatow.

o Wykorzystasz zaleznos$ci miedzy obwodami trojkatow podobnych a skalg
podobienstwa do rozwigzywania zadan.

o Wykorzystasz zaleznosci miedzy polami trojkatow podobnych a skala podobienstwa
do rozwigzywania zadan.

e Zastosujesz cechy podobienstwa trojkatow w sytuacjach typowych i problemowych.


https://pixabay.com/tr/users/andreadevisser-2370702/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1595194
https://pixabay.com/tr/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1595194

Przeczytaj

Przypomnijmy, ze z definicji figur podobnych wynika, ze jesli trojkat DEF jest obrazem
trojkgta ABC w podobienstwie o skali s > 0, przy czym punkty D, E i F' sg obrazami
punktéow odpowiednio A, Bi C'w tym podobienstwie, to

\DE| = s - |AB|i|EF| = s-|BC|i|DF| = s - |AC|
F

A B D E

Rownosci te mozemy zapisa¢ w postaci

__ |DE| . ___ |EF| . __ |DF|
$=Tap 'S = 1BcT 'S = Tac]

Mozemy zatem powiedzie¢, ze skala podobienstwa trojkatow to stosunek diugosci boku
trojkata bedacego obrazem do boku trojkata wyjsciowego. Pokazemy, ze skale podobienstwa
trojkatow mozemy wyznaczyc, obliczajgc stosunek dlugosci innych odpowiadajacych sobie
wielkoSci w tych tréjkatach, na przyktad obwodow tych trojkatow.

Poniewaz
Lpgr = |DE|+ |EF|+ |DF|=s-|AB|+ s |BC|+ s |AC| =
=s-(|AB| + |BC| + |AC|) = s - Lapc
wiec

Podobnie mozemy wykazac, ze skala podobienstwa trojkgta DEF' do trojkata ABC jest
rowna stosunkowi opowiadajacych sobie wysokosci tych trojkatow lub stosunkowi diugosci
odpowiadajacych sobie srodkowych.

Zauwazmy tez, ze jezeli skala podobienstwa trojkagta DEF do trojkata ABC jest réwna s, to
skala podobienstwa trojkgta ABC do trojkata DEF jest rowna %



Pokazemy teraz wazng wlasnos¢ pol trojkatow podobnych.
Twierdzenie: Twierdzenie o stosunku pdl tréjkatéow podobnych

Stosunek pdl trojkatow podobnych jest rowny kwadratowi skali podobienstwa tych
trojkatow.

Dowad
Niech s > 0 bedzie skalg podobienstwa trojkgta DEF' do trojkata ABC.
Wowcezas |[DE| = s - |AB|i|DF| = s - |AC|.

Oznaczmy o = |<<BAC| = |<EDF|.

F
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Stosunek pol trojkatow DEF' i ABC jest rowny
Ppgr _ 3|DE|[|DF|sina_ s|AB|:s:|AC| _
Papoc ~ +|AB||AC|sina ~ |ABJ[AC] T

To konczy dowaod.

Ta sama wtasnosc¢ jest tez prawdziwa w przypadku dowolnych figur podobnych. Jej dowod
w przypadku wielokatow wynika z faktu, ze kazdy wielokat mozna podzieli¢ na parami
roztaczne trojkaty.

Nie trudno tez zauwazyc¢, ze stosunek objetosci bryl podobnych jest rowny szeScianowi ich
skali podobienstwa.

Szczegolnym przypadkiem figur podobnych sa figury przystajace. Skala ich podobienstwa
jestrowna 1.

Relacja podobienstwa figur jest:

e Zwrotna, tzn. kazda figura jest podobna do samej siebie. Mozemy to zapisa¢ f- f.



« Symetryczna, tzn. jezeli figura f jest podobna do figury g, to figura g jest podobna do
figury f. Mozemy to zapisac: jezeli f~g, to g~ f.

e Przechodnia, tzn. jezeli figura f jest podobna do figury g i figura g jest podobna do
figury h, to figura f jest podobna do figury k. To mozemy zapisa¢: jezeli f~gi g-h, to
f-h.

Pokazemy kilka przyktadow, w ktorych wykazemy, ze trojkaty sa podobne lub wykorzystamy
podobienstwo trojkatow.
Przyktad 1

Trojkat ABC jest prostokatny. Punkt D jest spodkiem wysokosci C'D opuszczonej

z wierzchotka kata prostego tego trojkata.
B

Wykaz, ze trojkaty ABC, ACD i CBD sa podobne.
Rozwigzanie

Oznaczmy |<<CAB| = a.
B

C A

Trojkaty ADC i ABC sg prostokatne, maja wspoélny kat ostry przy wierzchotku A, wiec
z twierdzenia o sumie katow trojkata otrzymujemy

|<ABC| =180" — |[<ACB| — |<CAB| =180" — 90" — a = 90" — « oraz

|<ACD| =180° — |[<CDA| — |<CAD| =180"—90" —a=90" — .

Zatem |<ABC| = |<ACD,|.

Zatem z cechy kkk wynika, ze tréjkaty ADC' i ABC sg podobne.



javascript:void(0);

Trojkat CBD jest prostokatny oraz |[<ABC| = 90° — a, wiec z twierdzenia o sumie
katow trojkata otrzymujemy
|<DCB| = 180° — |<CDB| — |<DBC| = 180° — 90" — (90" — a) = a.

Wobec tego katy trojkgta CBD sg takie same jak katy tréojkatow ADC' i ABC, co oznacza,
ze trojkat CBD jest podobny do kazdego z trojkatow ADC' i ABC.

To nalezato wykazac.
Przyktad 2

Trojkat ABC jest podobny do trojkata DEF' w skali 4, trojkat K LM jest podobny do
trojkagta DEF w skali 3. Oblicz skale podobienstwa trojkata K LM do tréjkata ABC.

Rozwigzanie
C
M
F
o o \ o
A B D FEF K L

Poniewaz skala podobienstwa trojkgta ABC do trojkata DEF jest rowna 4, wiec
|AB| =4 - |DE|.

Skala podobienstwa trojkata K LM do trojkata DEF jest rowna 3, wiec |[KL| = 3 - | DE|.

|KL| _ 3|DE[ _ 3

Skala podobienstwa trojkgta K LM do trojkata ABC jest réwna AB — LDE — 1

Przyktad 3

Trojkat ABC jest réwnoboczny. Punkty D, E i F'leza na bokach odpowiednio AB, BC'i
AC tego trojkata oraz |AD| : |DB| = |BE| : |[EC| = |CF|: |[FA| =1:2.0dcinki AE,
BF'i C'D wyznaczaja trojkat K LM, jak na rysunku.



A D B
Wykaz, ze trojkat K LM jest podobny do trojkata ABC' i oblicz skale tego podobienstwa.
Rozwigzanie

Aby wykaza¢, ze trojkat K LM jest podobny do trojkgta A BC wystarczy wykazaé, ze
trojkat K LM jest rwnoboczny.

Oznaczmy przez a dlugo$¢ boku trojkata ABC. Wtedy

|AD| = |BE| = |CF| = aoraz|BD| = |CE| = |AF| =

wlro

a.

Stad i z rownosci |[<BAC| = |<ABC| = |[<ACB| = 60° wynika, na mocy cechy bkb, ze
trojkaty ABE, BCF i CAD sg przystajgce. Stad otrzymujemy

|<AEB| = |<BFC| = |<CDA)| oraz |<BAE| = |[<CBF| = |<ACD|.

To z kolei, wraz z rownoscig |AD| = |BE| = |CF)|, oznacza, ze trojkaty ADK, BEL i
CF M s przystajace (cecha kbk).

Wobec tego |[<<AKD| = |<BLE| = |[<CMF|.

Poniewaz |<AKD| = |<MKL|, |<BLE| = |[<KLM]|i|<CMF| = |<LMK]|, gdyz sa to
pary katow wierzchotkowych, wiec |[<MKL| = |[<KLM| = |[<LMK|.

Zatem trojkat K LM jest rownoboczny.

Obliczmy teraz skale podobienstwa tego trojkata do trojkata ABC. Skala ta jest rowna
stosunkowi dtugosci bokow tych trojkatow. Poniewaz trojkat K LM jest rownoboczny,
wiec |[<MKL| = |[<KLM| = |<LMK| =60".

Trojkat ADK jest podobny do trojkata AEB, poniewaz: |[<DAK| = |[<BAE| (kat
wspolny), |[<AKD| = |<ABC| = 60° oraz |<ADC| = |<BEA|(cecha kkk).



Zatem féﬁ = % = é = 3,skad |AK| = 3|KD|,ale |KD| = |LE|, wigc

|AK| = 3|LE).

Trojkaty ALF' i ACE sa podobne, gdyz majg wspoélny kat przy wierzchotku A oraz
|<ALF| = |<ACE| =60".

AL AC a .
Zatem 75 = Togr = £ = §,skad |LF| = }| AL ale |LF| = |KE|, wigc
KE| = 2|AL|.

Zatem |KL|+ |LE| = 2(|AK| + |KL|). Stad 5 |KL| + |LE| = 2|AK]|, czyli
+|KL|+ |LE| = % - 3|LE|, wiec +|KL| = |LE|, ale |[LE| = +|AK]|, wobec tego
|KL| = |AK| = 3|LE|.

Zatem |KL| = $|AE|.

Z twierdzenia cosinuséw dla trojkgta A BE otrzymujemy
|AE|® = |AB* + |BE|> — 2-|AB| - |BE| - cos 60° =
—a+ ()~ 20 ha- } = o

Stad |[AE| = ‘“/_

Wobec tego |[KL| = 2 - a?sﬁ = “‘7/7.

a7
Zatem skala podobienstwa trojkgta K LM do trojkata ABC jest rowna IKL _ o _ M7

|AB| a
Przyktad 4

~J

Trojkat ABC jest prostokatny. Punkt D jest spodkiem wysokosci C'D opuszczonej

z wierzchotka kata prostego tego trojkata.
B

C A

Udowodnij, ze obwody trojkatow ACD, CBD i ABC spetniaja réwnosc¢

(Lacp)* + (Lepp)® = (Lage)”

Dowéd



Trojkaty ACD, CBD i ABC sa podobne, co wykazaliSmy w przykladzie 1. Pole trojkata
ABC jest rowne sumie pol trojkatow ACD, CBD, czyli

Pypc = Pacp + Pepp.

Stad, dzielac obie strony tej rownosci przez Py pc, otrzymujemy

1 = Lacp Pecsp
Pypc Pypc
Stosunek pdl figur podobnych jest rowny kwadratowi skali podobienstwa tych figur,
a skala podobienstwa figur podobnych jest rowna stosunkowi obwodow tych figur, wiec
powyzszg rownos¢ mozemy zapisa¢ w postaci

1= (LAC‘D )2 + (@)2 czyli 1 = (Lacp)’ + (Lesp)

LABC LABC (LABC)2 (LABc)Z ’
Stad, mnozac obie strony otrzymanej réwnosci przez (L 4 30)2, otrzymujemy

(Lapc)® = (Lacp)® + (Lesp)’.

To konczy dowod.

Stownik
spodek wysokosci trojkata

punkt wspolny wysokosci i prostej, na ktorg ta wysokoS¢ zostata opuszczona



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z trescig zadania pierwszego w ponizszej animacji. Sprébuj je rozwigzac
samodzielnie, a nastepnie sprawdz swéj tok rozumowania z animacja. Wcisnij pauze, gdy czas
odtwarzania bedzie réwny 3 : 50.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DFV7BlcQi

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcejwykorzystania cech podobienstwa
trojkatow.

Polecenie 2

Zapoznaj sie z trescig drugiego zadania i wyjasnieniami dotyczacymi tej tresci. W tym celu
obejrzyj fragment animacji od momentu, gdy czas odtwarzania bedzie réwny 3 : 50 do
momentu, gdy czas ten bedzie rowny 4 : 42. Samodzielnie uzasadnij, ze tréjkaty ABO i DOC
sg podobne, a nastepnie wykorzystaj to w dalszym rozwigzywaniu zadania. Sprawdz swoj tok
rozumowania z animacja. Wcisénij pauze w chwili 7 : 39.

Polecenie 3

Zapoznaj sie z trescia trzeciego zadania. W tym celu odtwérz animacje od chwili 7 : 39,
wykonaj polecenia podane na filmie.



https://zpe.gov.pl/a/DFV7BIcQi

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 ¢
Cwiczenie 3 o

Tréjkaty ABC i DEF s podobne. Obwad tréjkata DEF jest o 20% mniejszy od
obwodu trojkata ABC'. Oblicz skale podobienstwa trojkata DEF do tréjkata ABC.

Cwiczenie 4 Q

Cwiczenie 5 QO
Punkty D i E leza na boku AC tréjkata ABC i dzielg ten bok na odcinki AD, DE i CE
o réwnych dtugosciach. Punkty F'i G lezg na boku BC tego trojkata i rowniez dzielg
ten bok na odcinki BF', FG i CG o réwnych dtugosciach, jak na rysunku.

Cwiczenie 6 O
Pola dwdch tréjkatéw podobnych sg réwne 27 i 36. Promien okregu opisanego na
mniejszym z tych tréjkatéw jest réwny 6. Oblicz skale podobienstwa tych trojkatow

oraz promien okregu opisanego na wiekszym z tych trojkatéw.




Cwiczenie 7 Q®
Obwadd réwnolegtoboku ABC'D jest réwny 24, a stosunek dtugosci obu wysokosci

tego rownolegtoboku jest réwny 1 : 5. Oblicz dtugosci bokéw tego réwnolegtoboku.

Cwiczenie 8 @

Wysokosci CD i AF trojkata rownobocznego ABC przecinaja sie w punkcie M.

C

A D B

Wykaz, ze tréjkaty DEM i AE D s3 podobne i skala tego podobieristwa jest réwna
V3
T



Cwiczenie 9

Cieciwy AB i C'D okregu przecinaja sie w punkcie M.

Udowodnij, ze |AM| - |BM| = |[CM| - |DM|.



Dla nauczyciela

Autor: Henryk Dgbrowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wykorzystanie cech podobienstwa trojkatow
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria.

Zakres podstawowy. Uczen:

8) korzysta z cech podobienstwa trojkatow;
9) wykorzystuje zalezno$ci miedzy obwodami oraz miedzy polami figur podobnych,;
12) przeprowadza dowody geometryczne.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje cechy podobienstwa trojkatow do obliczania bokow trojkatow podobnych
w danej skali

» wykorzystuje podobienstwo trojkatow do rozwigzywania zadan

 stosuje cechy podobienstwa trojkatow do uzasadniania podobienstwa trojkatow

» wykorzystuje zaleznosci miedzy obwodami trojkatow podobnych a skalg podobienstwa
do rozwigzywania zadan

» wykorzystuje zaleznoSci miedzy polami trojkatow podobnych a skalg podobienstwa do
rozwigzywania zadan

 stosuje cechy podobienstwa trojkatow w sytuacjach typowych i problemowych

Strategie nauczania:



« konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, Zzeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer; lekcje te mozna przeprowadzi¢, majac do dyspozyciji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi o przypomnienie cech podobienstwa trojkatow.

2. Nauczyciel prosi uczniéow o przypomnienie wiadomosci z lekcji geografii dotyczacych
skali mapy.

3. Po wykonaniu ¢wiczen wprowadzajagcych nauczyciel podaje temat i cele zajec,
uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel omawia pojecie skali podobienstwa figur, w szczegolnoSci skali
podobienstwa trojkgtow. Tak kieruje dyskusjg, zeby uczniowie samodzielnie zauwazyli,
ze skala podobienstwa figur jest rowna stosunkowi odpowiadajacych sobie dtugosci
w tych figurach, w szczegodlno$ci zwraca uwage na to, ze skala podobienstwa jest
rowna stosunkowi obwodow.

2. Nauczyciel pyta uczniow, czy stosunek pol trojkatéw podobnych jest rowny skali ich
podobienstwa i tak steruje dyskusja, zeby uczniowie przynajmniej stwierdzili, Ze to
stwierdzenie nie jest prawdziwe. Nastepnie pyta, czy jest jaka$ zaleznos¢ pomiedzy
polami trojkatow podobnych, a skalg podobienstwa tych tréjkgtow.

3. Uczniowie w grupach, przy jak najmniejszej pomocy nauczyciela, formutuja
twierdzenie o stosunku pol tréjkatéw podobnych oraz przeprowadzaja dowod tego
twierdzenie (wykorzystuja albo wzor na pole trojkata z sinusem albo prowadza
odpowiednie wysokoSci w trojkatach podobnych i wykorzystuja zwykty wzor na pole
trojkata).



4. Nauczyciel poleca uczniom uruchomi¢ animacje i prosi o wykonanie dotagczonych
polecen.
5. Uczniowie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne.

Faza podsumowujaca:

» Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekciji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaty wykonane w czasie zajec.

Materialy pomocnicze:
Cechy podobienstwa trojkatow
Wskazowki metodyczne:

Zadania przedstawione w animacji moga postuzy¢ do jako praca domowa do samodzielnej
analizy uczniow.


https://epodreczniki.pl/a/cechy-podobienstwa-trojkatow/D6QhoxTeI

