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Zrédto: Thuan Pham, domena publiczna.

Zagadka Wiez Hanoi jest problemem, ktory polega na przeniesieniu pojedynczo pewnej
liczby krazkow o roznych Srednicach z jednego stupka na drugi i utozeniu ich w kolejnosci
od najwiekszego do najmniejszego. Lamigtowka ta oparta jest na starejlegendzie

o buddyjskich mnichach, ktorzy maja przenies¢ w ten sposob 64 krazki. W celu rozwigzania
problemu musza wykonac az 204 _ 1 ruchéw. W e-materiale Zagadka Wiez Hanoi
przedstawiliSmy najwazniejsze informacje dotyczace tego zagadnienia.

W tym e-materiale poznasz implementacje algorytmu rozwigzywania tego problemu
w jezyku Java.

Wiecej przykladow, ¢wiczen i rozwigzan znajdziesz w e-materiale Zagadka Wiez Hanoi -
zadania maturalne.

Ciekawi cig, jak wygladajg implementacje w innych jezykach programowania? Mozesz si¢
z nimi zapozna¢ w dwoch pozostalych e-materiatach z tej serii:

o Zagadka Wiez Hanoi w jezyku C++,
» Zagadka Wiez Hanoi w jezyku Python.

O tym, jak zagadnienie rekurencji wyjasnia matematyka, przeczytasz w e-materiatach:
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Ciag okreslony rekurencyjnie,

Ciagg geometryczny okreslony rekurencyjnie,

Wzor ogo6lny ciggu okreslonego rekurencyjnie,

Ciagg arytmetyczny okreslony wzorem rekurencyjnym.
Twoje cele

e Zaimplementujesz algorytm rozwigzania zagadki Wiez Hanoi w jezyku Java.
e Przeanalizujesz ztozono$¢ czasowg i pamieciowg omawianego algorytmu.
» Rozwigzesz samodzielnie zadania zwigzane z zagadkg Wiez Hanoi.
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Przeczytaj




Polecenie 1

Zapisz program wykorzystujacy rekurencje, ktory wypisze kolejne kroki, jakie trzeba wykonac,
aby przenies¢ wieze sktadajaca sie z n krazkéw o réznej Srednicy ze stupka A na stupek C. Swaj
program przetestuj dla 5 krazkéw.

Zasady gry:

e Gra skfada sie z trzech stupkéw i zestawu krazkéw o réznych Srednicach.

e Na jednym stupku umieszczona jest wybudowana wieza.

e Celem gry jest odbudowanie wiezy na trzecim stupku.

e Nie wolno potozy¢ krazka o wiekszej srednicy na krazku o mniejszej srednicy.

e Na raz mozna przenosic tylko jeden krazek (znajdujacy sie na szczycie wiezy).

e Do przenoszenia mozna wykorzysta¢ dodatkowy stupek.

Specyfikacja problemu:

Dane:

e n - liczba krazkéw w grze, liczba naturalna

e A, B, C -symboliczne nazwy stupkdw, znaki

Wynik:

Program, na wyjsciu standardowym, wypisuje w kolejnych linijkach kroki, ktére prowadza do
rozwigzania zagadki Wiez Hanoi.

1 public class Main {
2 public static void main(String[] args){
3 // Tutaj dodaj wtasny kod. Uzyj funkcji



4 // System.out.print();

Polecenie 2

Poréwnaj swoje rozwigzanie z przedstawionym w filmie.



.

Z_agadka Wiez Hanoi

Implementacja algorytmu w jezyku Java

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RIbVBYyDekoQo
Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Film nawigzujgcy do tresci materiatu zagadki wiez Hanoi.

Kod programu zaprezentowanego w filmie:

Plik o rozmiarze 1.36 KB w jezyku polskim

Przedstawienie problemu

Wiesz juz, ze zagadka Wiez Hanoi polega na przeniesieniu krazkoéw o roznych rozmiarach
z jednego stupka na drugi. Warunkiem poprawnego rozwigzania zadania jest pojedyncze
przenoszenie kazdego krazka, a takze brak mozliwosci potozenia wigkszego krazka na
mniejszym. Do dyspozycji mamy jednak pomocniczy stupek, na ktory mozemy tymczasowo
odktadac¢ krazki.

Mamy zatem trzy stupki: A, B, C oraz n krazkow. Poczatkowo wszystkie krazki potozone
sa na stupku A, w kolejnosci od najwi¢kszego do najmniejszego. Docelowo wszystkie krazki
majg znalez¢ si¢ na stupku C w tej samej kolejnosci, w jakiej znajdowaty si¢ na stupku A.
Pomocniczym stupkiem jest stupek B. Celem naszego zadania jest przedstawienie ciagu
ruchow, opisujacego rozwigzanie zagadki Wiez Hanoi.
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A B C

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Implementacja rozwigzania w jezyku Java

Problem Wiez Hanoi mozna rozwigza¢ w sposob iteracyjny, czyli za pomocg petli. Jest on
jednak bardzo dobrym przykladem sytuaciji, gdzie mozemy zastosowac rozwigzanie
rekurencyjne, czyli takie, w ktorym uzywamy metody ,dziel i zwyciezaj”. Operacje
niezbedne do umieszczenia coraz mniejszych krazkow na stupku docelowym (C) s3 takie
same jak w przypadku pierwszego, najwigckszego krazka - z tym zastrzezeniem, ze zmienia
sie stupek pomocniczy. Najpierw (czyli po przeniesieniu najwiekszego krazka na stupek C)
bedzie nim A. Pozniej role stupka pomocniczego beda na przemian odgrywac stupki B i A.
Zauwazmy, ze stupek docelowy si¢ nie zmienia.

Przypadkiem rekurencyjnym bedzie sytuacja, w ktorejna stupku A pozostat co najmniej
jeden krazek. Instrukcje skladajace sie na funkcje rekurencyjna hanoi( ) beda wowczas
wykonywane. Przypadkiem bazowym bedzie sytuacja, w ktorejna stupku A nie ma juz
zadnego krazka. Aktualne wywotlanie funkcji hanoi( ) przestanie by¢ wtedy wykonywane.
Wazne!

Nalezy pamietac, aby w funkcji rekurencyjnej zawsze opisa¢ przypadek bazowy, ktory
okresli, kiedy funkcja powinna si¢ zatrzymac. Bez zdefiniowanego przypadku bazowego
funkcja teoretycznie bedzie wywotywac samg siebie w nieskonczonos$¢. W praktyce
nastapi moment, w ktérym zostang wyczerpane zasoby przydzielone programowi, co
zakonczy sie jego awarig. Takg sytuacje nazywamy przepetnieniem stosu.

Przepelnienie stosu (ang. Stack overflow) polega na wyczerpaniu miejsca
zarezerwowanego na stos. Spowodowane jest ono witasnie nadmierna badz nieskonczona
rekurencjy. Kiedy uzywamy jezyka Java, mamy domyslnie do dyspozycji stos o rozmiarze
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512 KB, a przekroczenie tej wartosci sygnalizowane jest zgloszeniem btedu
StackOverflowError.

Oto implementacija algorytmu w jezyku Java dla 5 krazkow:

public class Main {
// n - liczba krgzkow, A - miejsce poczatkowe
// B - situpek pomocniczy, C - miejsce docelowe
public static void hanoi(int n, char A, char B, char C) {
if (n > 0) {
//wywotanie rekurencyjne
hanoi(n - 1, A, C, B);
System.out.println("Przeniesienie z " + A + " do " +
//wywotanie rekurencyjne
hanoi(n - 1, B, A, C);

public static void main(String[] args) {
hanoi(5, 'A', 'B', 'C');

Po uruchomieniu programu otrzymamy nastepujacy wynik:

Przeniesienie z A do C
Przeniesienie z A do B
Przeniesienie z C do B
Przeniesienie z A do C
Przeniesienie z B do A
Przeniesienie z B do C
Przeniesienie z A do C
Przeniesienie z A do B
Przeniesienie z C do B
Przeniesienie z C do A
Przeniesienie z B do A
Przeniesienie z C do B
Przeniesienie z A do C
Przeniesienie z A do B
Przeniesienie z C do B
Przeniesienie z A do C



Przeniesienie z B do A
Przeniesienie z B do C
Przeniesienie z A do C
Przeniesienie z B do A
Przeniesienie z C do B
Przeniesienie z C do A
Przeniesienie z B do A
Przeniesienie z B do C
Przeniesienie z A do C
Przeniesienie z A do B
Przeniesienie z C do B
Przeniesienie z A do C
Przeniesienie z B do A
Przeniesienie z B do C
Przeniesienie z A do C

Jest to gotowe rozwigzanie problemu Wiez Hanoi dla 5 krazkow.

Ztozonos¢ czasowa i pamieciowa

Jak mozemy zauwazy¢, do rozwigzania problemu Wiez Hanoi dla 5 krazkéw potrzebne byto
31 ruchow. Gdybysmy uruchomili ten program dla 10 krazkow, potrzebne bytyby az 1023
ruchy.

Aby rozwigza¢ problem Wiez Hanoi dla n krazkow, nalezy przeniesc jeden krazek oraz
rozwigza¢ dwukrotnie ten problem dla n — 1. Oznacza to, ze liczba wykonanych
przeniesien jest rowna 2" — 1. Algorytm ma zatem ztozono$¢ wyktadniczg O(2").

Zlozono$¢ pamieciowa tego algorytmu jest liniowa, czyli rowna O(n). Wynika to z faktu, ze
funkcje wywotane w jednej funkcji rekurencyjnejnie wywotaja si¢ jednoczesnie — drugie
wywotanie pojedynczejfunkcji bedzie miato miejsce dopiero po zakonczeniu catosci
pierwszego wywolania. Zatem pamie¢c¢ ta moze by¢ uzyta ponownie. W tym samym
momencie aktywnych bedzie maksymalnie O(n) funkcii.

Stownik
funkcja rekurencyjna

funkcja, ktora wywotuje samg siebie, az do momentu osiaggni¢cia stanu poczgtkowego
myslenie rekurencyjne

myslenie polegajace na tym, ze warto$¢ pewnejwielkosSci obliczana jest poprzez

odwolanie si¢ do tej samej wielkosci okreslonej dla mniejszych wartoSci parametrow



przypadek bazowy

warunek w funkcji rekurencyjnej, po ktorego spetnieniu funkcja nie wywotuje same;j
siebie po raz kolejny
przypadek rekurencyjny

warunek w funkcji rekurencyjnej, po ktorego spetnieniu funkcja ponownie wywotuje
siebie samg
zagadka Wiez Hanoi

problem polegajacy na przeniesieniu wiezy z kragzkow o réznej $rednicy z jednego stupka
na drugi, przy czym mozna przenosic tylko po jednym krazku z wierzchu stosu; nie jest
dozwolone potozenie wigkszego krazka na mniejszym

ztozonos¢ wyktadnicza

ztozono$¢, ktora jest okreslona za pomocg funkcji wyktadniczej, rosnie wyktadniczo
w zalezno$ci od rozmiaru danych wejéciowych n i mozna ja zapisa¢ jako O(k™)



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja, dotyczaca implementacji rozwigzania zagadki Wiez Hanoi w jezyku

Java.

ZAGADKA WIEZ HANOI

W JEZYKU JAVA

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RPkqPu3Fo4VAH
Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Film nawigzujacy do tresSci materialu zagadka Wiez Hanoi w jezyku Java.

Kod programu zaprezentowanego w filmie:

Plik o rozmiarze 1.36 KB w jezyku polskim

Polecenie 2

Poszukaj informacji na temat mocy obliczeniowej najszybszego superkomputera. lle czasu

zajetoby mu rozwigzanie zagadki Wiez Hanoi dla 64 krazkow?
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Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @ ) @



Cwiczenie 1 O

Uzupetnij podana funkcje w taki sposéb, aby rozwigzywata ona problem Wiez Hanoi za
pomocg rekurencji. Dodaj réwniez zapisywanie, ile krgzkéw jest na poszczegolnych stupkach
w trakcie kazdego wykonania funkcji. Krazki poczatkowo znajduja sie na stupku A i maja
docelowo zostac przeniesione na stupek C.

Przyktad: jezeli krgzek zdejmujemy ze stupka A i umieszczamy na stupku C, wéwczas zmienng
krazkiNaA powinnismy zmniejszy¢ o 1, a krazkiNaC zwiekszyc¢ o 1.

Swoje rozwigzanie przetestuj dla 5 krazkéw: n = 5.
Specyfikacja problemu:
Dane:

e n - liczba krazkéw w grze, liczba naturalna
Wynik:

Program, na standardowym wyjsciu, w kolejnych liniach wypisuje, ile kragzkéw jest na
poszczegodlnych stupkach w kazdym kroku wykonania funkcji. Wartosci na kolejnych stupkach
powinny zosta¢ oddzielone pojedynczym znakiem odstepu.

Twoje zadania

1. Program oblicza, ile kragzkdéw jest na poszczegdlnych stupkach na kazdym etapie
wykonania funkciji. Liczby krazkéw powinny zosta¢ wypisane w oddzielnych linijkach,
przed dokonaniem ruchu.

1 public class Main {

2 public static int n = 5;

3 public static int krazkiNaA
4 public static int krazkiNaB
5

6

7

8

n
9;
0

public static int krazkiNaC
public static void hanoi(int n, char A, char B, char C) {
//tutaj wpisz swoj kod

’



10 public static void main(String[] args) {
11 hanoi(countA, 'A', 'B', 'C');

12 )

13 }




Cwiczenie 2 @

Uzupetnij podany kod tak, aby rozwigzywat zagadke Wiez Hanoi. Dodatkowo program
powinien wyswietlac liczbe przesuniec kragzkow potrzebnych do rozwigzania tej zagadki dla n
krazkéw. Swoje rozwigzanie przetestuj dla 11 krazkéw.

Specyfikacja problemu:
Dane:

e n - liczba krazkéw, liczba naturalna
Wynik:

Program, na standardowym wyjsciu, wypisuje liczbe przesuniec¢ kragzkéw potrzebnych do
rozwigzania zagadki Wiez Hanoi.

Twoje zadania

1. Program rozwiazuje zagadke Wiez Hanoi i wypisuje liczbe przesunie¢ krazkéw
potrzebnych do wykonania tego zadania.

1 public class Main

2 {

3 static int licznik = 9;

4

S public static void hanoi(int n, char A, char B, char C)
6 {

7 // Tutaj wpisz kod

8 }

9
10 public static void main(String[] args)
11 {
12 int n = 11;
13 hanoi(n, 'A', 'B', 'C');
14 System.out.println(licznik);






Dla nauczyciela

Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Zagadka Wiez Hanoi w jezyku Java

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposobow reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe

I +II. Zakres rozszerzony. Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

3) objasnia, a takze poréwnuje podstawowe metody i techniki algorytmiczne oraz
struktury danych, wykorzystujgc przy tym przyktady problemoéw i algorytmow,
w szczegolnosci:

b) rekurencje (do generowania ciggow liczb, potegowania, sortowania liczb,
generowania fraktali),

c) metode dziel i zwyciezaj (jednoczesne znajdowanie minimum i maksimum,
sortowanie przez scalanie i szybkie),

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.



Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

e Zaimplementujesz algorytm rozwigzania zagadki Wiez Hanoi w jezyku Java.
e Przeanalizujesz ztozono§¢ czasowa i pamieciowg omawianego algorytmu.
» Rozwigzesz samodzielnie zadania zwigzane z zagadkg Wiez Hanoi.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
e Cwiczenia praktyczne.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

e praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;

 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

» oprogramowanie dla jezyka Java SE 8 (lub nowszej wersji), w tym Eclipse 4.4 (lub
nowszej wersji).

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje sie na platformie i udostgpnia e-materiat:
»Zagadka Wiez Hanoi w jezyku Java” Nauczyciel prosi uczniéw o zapoznanie si¢
z multimedium w sekcji ,Animacja”.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel wyswietla temat i cele zaje¢ zawarte w sekcji ,Wprowadzenie”. Nastepnie
wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

2. Uczniowie w formie burzy m6zgoéw wymieniaja najwazniejsze informacje, ktore
zapami¢tali z animacji. W razie potrzeby nauczyciel dopowiada brakujace kwestie.



Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. Uczniowie analizuja tresci z sekcji ,,Przeczytaj” wySwietlone na
tablicy.

2. Praca z multimedium. Uczniowie zapoznajq si¢ z trescig polecenia 1 z sekcji
»Przeczytaj’. Pracujgc w parach, tworzg program. Nastepnie poréwnujg swoje
rozwiagzania z przedstawionym w filmie.

3. Liga zadaniowa - uczniowie pracujac w parach, wykonuja ¢wiczenie nr 1 z sekcji
»Sprawdz sie”, a nastepnie dzielg sie swoimi wynikami przez poréwnywanie
napisanego kodu z inng grupg, ktéra rowniez zakonczyla zadanie.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel ponownie wysSwietla na tablicy temat lekcji zawarty w sekcji
~Wprowadzenie” i inicjuje krotka rozmowe na temat zrealizowanych celow (czego
uczniowie si¢ nauczyli).

2. Na koniec zaje¢ z programowania w Javie nauczyciel prosi uczniow o rozwiniecie
zdania: ,Na dzisiejszych zajeciach nauczytam /tem sie¢ jak...".

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonujg ¢wiczenie 2 z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Uczniowie wykonujg polecenie 2 z sekcji ,Animacja”.

Materialy pomocnicze:

o Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka Java SE 8 (lub nowszej wersiji).
» Oficjalna dokumentacja techniczna dla oprogramowania Eclipse 4.4 (lub nowszej
wersji).

Wskazowki metodyczne:

o Tresci w sekcji ,Przeczytaj” mozna wykorzystac¢ jako podsumowanie i utrwalenie
wiedzy uczniow.

» Nauczyciel moze wykorzystac¢ film samouczek z sekcji ,,Przeczytaj” do pokazania
zastosowan list w jezyku Java i oméwienia operacji na listach.



