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Proste prostopadte w przestrzeni

Zrédto: Gilberto Olimpio, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

W tejlekcji zajmiemy si¢ zagadnieniem prostych prostopadtych w przestrzeni. Jezeli kazdy
punkt lezacy na jednej prostej nalezy tez do drugiej prostej, to takie proste sie pokrywaja.
Proste moga rowniez leze¢ w jednej ptaszczyznie i przecinac si¢ w jednym punkcie lub nie
mie¢ punktow wspolnych (wtedy sa rownolegle). Istnieje rowniez mozliwos¢, ze proste nie
leza w jednej ptaszczyznie i nie maja punktéw wspolnych (wtedy sa sko$ne). Bazujac na
czesSci teoretycznej oraz omowionych przyktadach, rozwiazemy ¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

» Zdefiniujesz proste prostopadle w przestrzeni.

e Rozpoznasz proste prostopadte w przestrzeni.

o Okreslisz prostopadtos¢ prostych w przestrzeni na podstawie ich rownan.

» Zastosujesz zdobyta wiedze do rozwigzywania probleméw matematycznych.




Przeczytaj

Podajmy definicje, kiedy dwie proste sg prostopadie w przestrzeni.
Definicja: proste prostopadte w przestrzeni

Mowimy, ze dwie proste [ i k w przestrzeni sa prostopadle, jezeli istnieje prosta [;
rownolegla do prostej! i przecinajaca prosta k pod katem prostym.
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Wazne!

Proste, ktore sg prostopadie w przestrzeni przecinaja si¢ lub sg skosne (nie leza w jedne;j
ptaszczyznie - nie maja punktow wspolnych).

Proste, ktore sg prostopadie w przestrzeni mogg by¢ potozone:

« w tejsamej plaszczyznie i przecinajg sie pod katem 90°



« w dwoch réznych plaszczyznach - sg skosne i przecinaja si¢ pod katem 90°

Przyktad 1

Na rysunku przedstawiono proste ki [, ktore sg zawarte w tej samej ptaszczyznie.
Sprawdzimy, czy proste sg prostopadte, jezeli wiadomo, ze o = %ﬂ.
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Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze o + = 180°.
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Z warunkow w zadaniu wynika, ze a =
Zatem:

=B+ B =180°

25 =180°

B = 100"

Wobec tego oo = 80°.

Poniewaz proste przecinaja sie pod katem réznym od 90°, zatem nie s3 prostopadte.
Przyktad 2

Na rysunku przedstawiono szescian ABCDEFGH. Wskazemy proste, zawierajace
pozostate krawedzie sze$cianu, ktore s prostopadte do prostejzawierajacej krawedz AE



Rozwiazanie:

Proste, zawierajace pozostate krawedzie szescianu, ktore sg prostopadie do prostej
zawierajacej krawedz A FE sze$cianu, to:

AD, AB,BC,CD,EH, EF, FG,GH.
Przyktad 3

Wykazemy, ze proste zawierajgce odcinki AB i C'D sa prostopadte, jezeli wiadomo, ze
punkt D jest srodkiem odcinka AB w sze$cianie, jak na ponizszym rysunku.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze odcinki AC' i BC s3 réwnej dtugosci, poniewaz sg przekatnymi Scian
szescianu.



Zatem trojkat ABC jest rownoramienny.

Poniewaz punkt D jest srodkiem odcinka AB, zatem odcinek C'D jest wysoko$cig
trojkata ABC.

Wobec tego odcinki AB i C'D sa prostopadte, co oznacza ze proste zawierajgce te

odcinki s3 takze prostopadte.
Przyktad 4

Okreslimy, ktorych prostych zawierajgcych krawedzie graniastostupa prawidlowego
trojkatnego z rysunku jest wiecej: prostopadtych do prostej zawierajgcej krawedz AD,

czy krawedz EF.
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Rozwigzanie:

Proste prostopadte do prostejzawierajacej krawedz AD to: AB, AC, BC, DE, EF, DF.
Proste prostopadte do prostej zawierajacej krawedz EF' to: CF, BE, AD.

Zatem prostych prostopadtych do prostejzawierajacej krawedz AD jest o 3 wiecej niz
prostych prostopadtych do prostejzawierajgcej krawedz E'F'.
Ciekawostka

Jezeli prosta przedstawia si¢ za pomocg rownania parametrycznego, to wowczas
mozemy bada¢ prostopadtos$¢ prostych w przestrzeni za pomoca odpowiednich

zaleznosSci.

Rownanie parametryczne prostej:


javascript:void(0);

Niech P = (zy, yo, 29) bedzie punktem nalezgcym do prostej, ktora jest rownolegta do

_>
wektora v = [uq, us, ug.
Woéwczas rownanie parametryczne prostej! ma postac:

rT=x,+1t -u
Y=Y, +1t-uy,gdziet € Rorazus? + uy? + uz? > 0
Z2=2z,+1 us

Twierdzenie: o prostopadtosci prostych w przestrzeni

Proste [y i l2 o wektorach kierunkowych (réwnoleglych do tych prostych) odpowiednio
U = [ug,us,us3]i v = [v1, vy, v3] s3 prostopadle w przestrzeni wtedy, gdy iloczyn
skalarny ich wektorow kierunkowych jest rowny 0, czyli:

- =
uov =0

Wobec tego proste o wektorach kierunkowych U = [u1, ug, usl i v = V1, Vs, V3] S3
prostopadle w przestrzeni wtedy, gdy zachodzi warunek:

Ul'U1+U2'U2+U3"U3:0
Przyktad 5

Wyznaczymy, dla jakich warto$ci parametru m proste [; i [, o wektorach kierunkowych

U= [m, —m, 6] i v = [m, —1, —2] sa prostopadte.

Rozwigzanie:

Proste sg prostopadte, gdy iloczyn skalarny ich wektoréw kierunkowych jest rowny 0.
Wobec tego:

Wo W =[m,—m,6]om,—1,—2] =m?+m—12

Zatem do wyznaczenia wartoSci parametru m rozwigzujemy rownanie:
m?+m—12=0

A=1-4-(-12) = 49

my = —12—7 — 4
—1
ma = 51 =

Czylim € {—4, 3}.

Stownik


javascript:void(0);

ptaszczyzna

pojecie pierwotne w geometrii Euklidesa
iloczyn skalarny

dwuargumentowa funkcja, przyporzadkowujaca dwoém danym wektorom przestrzeni
liniowej pewna wartos¢ liczbowg
graniastostup prawidtowy trojkatny

graniastostup prosty, ktorego podstawq jest trojkat rownoboczny



Schemat interaktywny

Polecenie 1

Przeanalizuj dziatanie schematu interaktywnego, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DIHGztGSF

Polecenie 2

Sprawdz, czy proste l; i 5 o wektorach kierunkowych odpowiednio 7 i 7 sg prostopadte,

jezeli:
a) W =[3,-9,1]oraz v = [~2,4, —3]
b) W = [3,—1,0] oraz v = [—4, —12, 6]

c) U = [4\/5, 0, —2] oraz v = [—\/5, —10, —4]


https://zpe.gov.pl/a/D1HGztGSF

Polecenie 3

Zbuduj algorytm sprawdzajacy, czy proste k i [ sg prostopadte, majac dane ich wektory

kierunkowe: U = [ug, ug, ug i v = [v1, V2, v3].



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)

Cwiczenie 2 ¢

Na podstawie ponizszego rysunku zaznacz wszystkie zdania, ktére sg prawdziwe.




Cwiczenie 3 Q®

Na rysunku przedstawiono szes$cian ABC DEFGH, wraz z zaznaczong prostag F'H.

Cwiczenie 4 ®
Dany jest sze$cian, jak na ponizszym rysunku. Wykaz, ze proste zawierajace odcinki AC'
i AB nie sg prostopadte.

Cwiczenie 5 @

Cwiczenie 6 @



Cwiczenie 7 Q®

Potacz w pary wektory kierunkowe wyznaczajace proste, ktére sg prostopadte

W przestrzeni.

<span aria-label="wektor v, réwna sie, nawias kwadratowy, minus, trzy przecinek cztery,
przecinek, poczatek utamka, dziewieé, mianownik, dwa, koniec utamka, zamkniecie
nawiasu kwadratowego" role="math"><math><mover><mi>v</mi><mo>—</mo>
</mover><mo>=</mo><mfenced open="[" close="]"><mrow><mo>-</mo>
<mn>3</mn><mo>,</mo><mn>4</mn><mo>,</mo><mfrac><mn>9</mn>
<mn>2</mn></mfrac></mrow></mfenced></math></span>, <span aria-
label="wektor v, rowna sie, nawias kwadratowy, minus, szes¢, przecinek, minus, dziesiec¢
przecinek siedem, zamkniecie nawiasu kwadratowego" role="math"><math><mover>
<mi>v</mi><mo>—></mo></mover><mo>=</mo><mfenced open="[" close="]">
<mrow><mo>-</mo><mn>6</mn><mo>,</mo><mo>-</mo><mn>10</mn><mo>,
</mo><mn>7</mn></mrow></mfenced></math></span>, <span aria-label="wektor
v, rdbwna sie, nawias kwadratowy, minus, jeden, przecinek, minus, cztery przecinek zero,
zamkniecie nawiasu kwadratowego" role="math"><math><mover><mi>v</mi>
<mo>—></mo></mover><mo>=</mo><mfenced open="[" close="]"><mrow><mo>-
</mo><mn>1</mn><mo>,</mo><mo>-</mo><mn>4</mn><mo>,</mo>
<mn>0</mn></mrow></mfenced></math></span>, <span aria-label="wektor v,
rowna sie, nawias kwadratowy, cztery, przecinek, minus, dziesie¢, przecinek, minus,
sze$¢, zamkniecie nawiasu kwadratowego" role="math"><math><mover><mi>v</mi>
<mo>—></mo></mover><mo>=</mo><mfenced open="[" close="]"><mrow>
<mn>4</mn><mo>,</mo><mo>-</mo><mn>10</mn><mo>,</mo><mo>-</mo>

<mn>6</mn></mrow></mfenced></math></span>

U ="["2,-3,47)
©="["0,-3,57]”
u="["5,-3,07]”
U ="["8, 2,47




Cwiczenie 8 Q®

Woyznacz, dla jakich wartosci parametru m proste [ i l5 o wektorach kierunkowych

U= [m2,2m, 4m] v = [m, —m, —2] sg prostopadte.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Proste prostopadle w przestrzeni

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

X. Stereometria. Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych w przestrzeni, w szczegdlnosci proste prostopadte
nieprzecinajace sie;

Zakres rozszerzony 1) zna i stosuje twierdzenie o prostej prostopadtej do ptaszczyzny i o trzech
prostopadtych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

 definiuje proste prostopadie w przestrzeni;

e rozpoznaje proste prostopadie w przestrzeni;

» okresla prostopadtos¢ prostych w przestrzeni na podstawie ich rownan;
 stosuje zdobytg wiedze¢ do rozwigzywania problemoéw matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e burza mozgow;



o liga zadaniowa.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glo$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel wprowadza uczniow szczegotowo w temat lekcji: ,Proste prostopadie
w przestrzeni” i jej cele. Moze postuzyc sie wySwietlona na tablicy zawartoscig sekcji
~Wprowadzenie”

2. Uczniowie metoda burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznaja si¢ z trescig w sekcji ,Przeczytaj” i zapisuja
w zeszycie minimum dwa pytania. Nastepnie nauczyciel dzieli uczniéw na dwie grupy.
Grupy na przemian zadajg przygotowane wczesniej pytania grupie przeciwnej, ktora
udziela odpowiedzi. Nauczyciel uzupeinia wyjasnienia.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,Schemat interaktywny”.
Zapisuja ewentualne pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje
dyskusja, w trakcie ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

3. Uczniowie wykonujg wspolnie ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel
sprawdza poprawno$¢ wykonanych ¢wiczen, omawiajgc je wraz z uczniami.

4. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja je na forum klasy.

5. Uczniowie realizujg indywidualnie ¢wiczenia 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Po ich
wykonaniu nauczyciel omawia najlepsze rozwigzania zastosowane przez uczniow.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajagc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie¢ do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekciji



~Wprowadzenie”
Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Proste prostopadte w przestrzeni”).

Materialy pomocnicze:
» Punkty, proste i ptaszczyzny w przestrzeni
Wskazowki metodyczne:

e Materiat w sekcji ,Schemat interaktywny” mozna wykorzysta¢ w realizacji tematu
»Miary katow miedzy ptaszczyznami w graniastostupie prawidtowym czworokatnym’
lub na lekciji jako podsumowanie i utrwalenie wiedzy dotyczgcej prostych
prostopadlych w przestrzeni.
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