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Wiemy juz, ze miejscem zerowym nazywamy taki argument z, dla ktorego funkcja przyjmuje
wartos¢ 0. Na lekcjach matematyki nauczyliSmy si¢, jak wyznaczac¢ miejsce zerowe funkciji
liniowej (e-material Miejsce zerowe funkciji liniowej) czy kwadratowej (e-material Miejsca
zerowe funkcji kwadratowej).

W przypadku tych funkcji rozwigzywanie zadan jest proste. Co jednak robi¢, gdy mamy do
czynienia z funkcjg opisang z uzyciem wielomianu stopnia wyzszego niz drugi lub za
pomocg innej funkciji?

Jesli nie jesteSmy w stanie dokladnie (analitycznie) wyznaczy¢ pierwiastka funkcii,
znajdzmy jego przyblizenie. Jednym z wykorzystywanych do tego algorytmow jest algorytm
bisekcji, nazywany takze metoda rownego podziatu (albo potowienia przedziatu).
Matematyczny opis tego rozwigzania znajduje si¢ w e-materiale Jak wyznaczy¢ przyblizong
warto$¢ miejsca zerowego funkc;ji?

Implementacje w poszczegoélnych jezykach programowania zostaly omowione
w e-materiatach:

» Algorytmy numeryczne i przyblizone w jezyku C++,
» Algorytmy numeryczne i przyblizone w jezyku w jezyku Java,
» Algorytmy numeryczne i przyblizone w jezyku w jezyku Python.
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Wiecejzadan? Siegnij do Algorytmy numeryczne i przyblizone - zadania maturalne.
Twoje cele

» Przeanalizujesz algorytm znajdowania miejsca zerowego funkcji metodg potowienia
przedzialow.

o Wyjasnisz, w jakich przypadkach mozna uzy¢ metody potowienia przedziatow w celu
wyznaczenia miejsca zerowego funkciji.

» Zastosujesz metode bisekcji dla przyktadowej funkcii.

» Przeanalizujesz algorytm bisekcji zapisany za pomocg pseudokodu.
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Przeczytaj

Metoda bisekgcji

Metoda bisekciji jest sposobem na wyznaczanie miejsca zerowego funkcji. Aby mozna bylo jej
uzy¢ do wskazania miejsca zerowego funkcji w przedziale <a; b>, muszg zosta¢ spelnione
nastepujace warunki:

1. funkcja w zadanym przedziale <a; b> jest ciggla,
2. wartosci funkcji na koncach przedzialu <a; b> majg rozne znaki.

Specyfikacja problemu:

Dane:

f(x) - funkcja ciagla w zadanym przedziale

a, b -liczbyrzeczywiste, konce przedziatlu poszukiwan pierwiastka

delta - liczba rzeczywista, przyblizenie okres$lajace maksymalng dtugosc przedziatu
epsilon - liczba rzeczywista, przyblizenie wartosci funkcji w punkcie x0

Wynik:
e X0 - liczba rzeczywista, przyblizenie miejsca zerowego

Algorytm znajdowania miejsca zerowego metodg potowienia przedzialu mozemy zapisac za
pomoca listy krokow:

1. Wyznacz z¢ jako srodek przedziatu <a; b>.
2. Sprawdz, czy dla argumentu x¢ warto$¢ funkcji f(xo) zblizy sie do zera
z przyblizeniem epsilon lub dlugo$¢ przedzialu <a; b> bedzie mniejsza od
dokladnosci delta. Jezeli tak, udato sie znalez¢ przyblizenie pierwiastka funkcji xo.
Zakoncz algorytm.
3. W przeciwnym wypadku wybierz jedna z potowek przedziatu. Lewy lub prawy koniec
przedziatu przyjmie wartoS¢ zo:
1.Jezeli f(zo) - f(a) < 0,tob =z
2.Jezeli f(zo) - f(b) < 0,toa = zo
4. Przejdz do punktu 1.

Przeanalizujmy wykres funkciji:
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Jest to wykres funkcji opisanej wzorem:

f(z) =2 — 52>+ 2z +5

Naszym zadaniem jest wyznaczenia pierwiastka funkcji w przedziale <0; 4>.

Nie jesteSmy w stanie wskaza¢ miejsca zerowego funkcji, postugujac sie metodami
poznanymi na lekcjach matematyki. Mozemy jednak okresli¢ jego przyblizong wartos$¢,
korzystajgc z metody bisekcji. Musimy jednak sprawdzi¢, czy spetnione s3 dwa warunki

niezbedne, aby zastosowac te metode.

Zatozenia metody potowienia podziatu
Przyjrzyjmy si¢ jeszcze raz wykresowi funkcji. Sprawdzmy, jakie wartosci przyjmuje ona na

koncach przedziatu, w ktérym chcemy szukac¢ pierwiastka.
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Oto wartosci funkciji dla argumentéw wyznaczajgcych konce przedziatu (x = 0 oraz dla
x = 4):

f(0) =5

Funkcja na koncach przedziatu przyjmuje wartosci roznigce si¢ znakami. Dla argumentu
x = 0 warto$c¢ funkcji jest dodatnia, natomiast dla = 4 ujemna. Wiedzgc tez, ze funkcja
jest ciagta w zadanym przedziale, mozemy skorzysta¢ z twierdzenia Darboux.

Mowi ono, ze jesli funkcja jest cigglta w zadanym przedziale i wartosci funkcji dla krancow
przedziatéw sa roznych znakow, to istnieje punkt posredni ¢ € (a, b) taki, ze f (¢) = 0.

Algorytm bisekcji - pseudokod

Przeanalizujmy zapisany za pomoca pseudokodu algorytm bisekcji dla funkciji f

w przedziale <a; b>. Dokladno$¢ wyznaczenia pierwiastka opisuja

parametry delta oraz epsilon - okreslajg one, z jakim przyblizeniem wyznaczymy miejsce
zerowe. Parametr epsilon jest przyblizeniem wartosSci funkcji w punkcie x0 - nie
bedziemy szuka¢ punktu, w ktérym wartos¢ funkcji wynosi zero, lecz takiego, dla ktérego
rozni sie ona od zera o warto$ci z zakresu (—epsilon, epsilon). Przyblizenie delta okre$la
minimalng dlugos¢ przedziatu, przy ktorej mozemy kontynuowac dzielenie go na potowy.

Zwrbdcong wartos$cig jest obliczone przyblizenie miejsca zerowego x0.



dtugosc¢Przedziatu = b - a

dopdéki prawda wykonuj:
diugosc¢Przedziatu = diugos$¢éPrzedziatu / 2
X0 = a + diugos$¢éPrzedziatu

jezeli wartosc¢Bezwzgledna(diugo$s¢Przedziatlu) < delta LUB wart
zwr6¢ x0 i zakoncz algorytm

jezeli f(x0) * f(a) < 0 wykonaj:

b = x0
w przeciwnym razie wykonaj:
a = xo0

W pierwszejlinii zapisane zostato polecenie obliczenia dlugoSci przedziatu, w ktorym jest
poszukiwane miejsce zerowe funkcii.

Nastepnie wewnatrz petli przedziat jest dzielony na dwie rowne czeSci; X0 oznacza punkt
Srodkowy przedzialu <a; b>.

Jezeli przedzial bedzie krotszy od wartosci delta lub warto$¢ bezwzgledna z wartosSci
funkcji w punkcie x0 bedzie mniejsza od epsilon, przerywamy petle i zwracamy wartos¢
punktu srodkowego x0.

W przypadku, gdy punkt srodkowy nie spetni zadnego z warunkow, nie bedzie on
przyblizeniem miejsca zerowego, lecz stanie si¢ nowym prawym lub lewym koncem
przedziatu. WartoS$ci funkcji na koncach przedziatu muszg mie¢ zawsze rozne znaki. Jezeli
zatem iloczyn wartosSci funkcji w punkcie srodkowym i na lewym koncu przedziatu ma
warto$¢ ujemng, punkt srodkowy staje si¢ nowym prawym koncem przedziatu.

W przeciwnym wypadku bedzie on koncem lewym.

Wyznaczenie pierwiastka funkcji trzeciego stopnia

Znajdzmy miejsce zerowe funkcji opisanej wzorem:
f(z) =2 — 52>+ 2z +5

w przedziale <0; 2>. WartoSci epsilonidelta niech wynosza 0, 15.
Sprawdzmy, czy funkcja spetnia zalozenia.

1. Wlasno$cig funkcji wielomianowej jest ciaglos¢. Rozpatrywana funkcja jest opisana za
pomocg wielomianu, a zatem zachowuje ciggtos¢ dla dowolnych liczb rzeczywistych -



takze w przedziale <0; 2>.
2. Wartosci funkcji na koncach przedziatu <0; 2> majg rozne znaki, poniewaz:

F(0)=5

f(2)=-3
Funkcja spetnia wymagane zalozenia, a zatem mozemy przejs¢ do realizowania algorytmu
bisekcji.

Przedzial ma dlugos¢ 2; dzielimy go na pot, a wiec punkt srodkowy to g = 1.
Sprawdzamy, czy:

» wartoS¢ bezwzgledna z dtugosci przedziatu jest mniejsza od 0, 15 lub
« warto$¢ funkcji w punkcie Srodkowym jest mniejsza od 0, 15.

Wartos¢ funkcji w punkcie z to:
f(1) =3

Zaden z warunkéw nie jest spetniony, wiec punkt srodkowy staje sie lewym lub prawym
koncem przedziatu. Sprawdzamy, czy iloczyn wartosci funkcji w punkcie srodkowym
i lewym koncu przedzialu daje warto$¢ ujemna:

F(1) - f(0) =3 -5 =15 >0

Iloczyn nie daje wartosci ujemnej, wiec punkt srodkowy staje sie lewym koncem przedziatu.

Teraz poszukujemy miejsca zerowego w przedziale <1; 2>. Ponownie dzielimy dlugos¢
przedzialu na dwie rowne czes$ci; Srodek przedziatu to zg = 1, 5.

Sprawdzamy warunki, czy:

» warto$¢ bezwzgledna z dtugosci przedziatu jest mniejsza od 0, 15 lub
« wartos$¢ funkcji w punkcie srodkowym jest mniejsza od 0, 15.

Pierwszy warunek nie jest spelniony, poniewaz dtugos¢ przedziatu wynosi 0, 5. Natomiast
wartos¢ funkcji w punkcie srodkowym to:

£(1,5) = 0,125



Wartos¢ bezwzgledna z wartosci funkcji w punkcie srodkowym jest mniejsza od 0, 15, wiec
zwroOcona zostaje wartos¢ xo rowna 1, 5. Przyblizeniem miejsca zerowego funkcji

f(z) =2 — 52>+ 2z +5
w przedziale <0; 2> jest 1, 5.

Stownik
ciagtosc¢ funkcji w przedziale

funkcje f : <a; b> — R nazywamy ciggla, gdy dla kazdego z € <a; b> istnieje
granica (dla z = a prawostronna, za$ dla = b lewostronna) funkcji f w punkcie x oraz
granica ta wynosi f(x)

metoda bisekcji

(metoda polowienia przedziatu, metoda rownego podziatu) jedna z metod rozwigzywania
rownan nieliniowych, jesli funkcja spetnia nastepujgce warunki:

1. funkcja w zadanym przedziale <a; b> jest ciggla
2. wartosci funkciji na koncach przedzialu <a; b> majg rozne znaki
pierwiastek funkcji

(miejsce zerowe) argument, dla ktorego funkcja przyjmuje warto$¢ zero



Aplet

Polecenie 1

Uruchom aplet prezentujacy kolejne kroki znajdowania pierwiastka funkcji wielomianowe;j.
Przetestuj dziatanie algorytmu przy réznych danych wejsciowych oraz
doktadnosci wyznaczonego przyblizenia.

Polecenie 2

Przygotuj notatke ze swoimi spostrzezeniami dotyczacymi apletu




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O O @

Cwiczenie 1 ¢

Uzupetnij tekst wtasciwymi fragmentami.

Metoda bisekcji, zwana inaczej ! , jest przyblizona metoda
wyznaczania' : funkcji. Polega ona na' ' przedziatu na:
rowne czesci, az do momentu znalezienia ' pierwiastka funkcji.

‘ przyblizenia ’ ‘ zerowego ’ ‘ zbioru wartosci ’ ‘ dzieleniu ’ ‘ dwie ’ ‘ potowienia ’ ‘ trzy ’

‘ podwojenia ’ ‘ przedziatu ’ ‘ miejsca ’ ‘ metoda ’

Cwiczenie 2 ¢
Wskaz warunki, ktére muszg by¢ spetnione, aby mozna byto uzy¢ metody potowienia
przedziatu.

(] Funkcja musi by¢ ciagta w catej dziedzinie.
(] Wartosci funkcji na kofcach przedziatu <a; b> musza miec takie same znaki.
(] Wartosci funkcji na koAcach przedziatu <a; b> musza mie¢ rézne znaki.

(] Funkcja w zadanym przedziale <a; b> musi by¢ ciagta.




Cwiczenie 3 »
Wskaz, czy mozemy uzy¢ algorytmu bisekcji do wskazania miejsca zerowego pewnej funkcji
w przedziale < 2, 7 >.

() Nie, poniewaz funkcja w zadanym przedziale jest ciagta.

Tak, poniewaz funkcja na koncach przedziatu przyjmuje wartosci o takich samych
znakach.

Nie, poniewaz funkcja na koncach przedziatu przyjmuje wartosci o takich samych
O znakach.

() Tak, poniewaz funkcja w zadanym przedziale nie jest ciagta.

Cwiczenie 4 P
Wskaz, jaki przedziat bedzie rozpatrywany po pierwszym cyklu petli w algorytmie bisekcji,
wiedzac, ze chcemy wyznaczy¢ miejsce zerowe funkcji w przedziale <—1; 1>.

<—1; 0>
<0,5; 1>
<0; 1>

<=2; 1>

<-0,5; 1>

o o O O O O

<1; 2>



Cwiczenie 5

Dopasuj pojecia zwigzane z algorytmem bisekcji do wtasciwych opiséw.

epsilon

delta

pierwiastek funkcji

punkt srodkowy

Wartos¢, ktéra w przypadku spetnienia
pewnych warunkow, staje sie
przyblizeniem miejsca zerowego funkcji.

Jezeli wartos¢ bezwzgledna z wartosci
funkcji w punkcie srodkowym jest
mniejsza od tej wartosci, zostanie

zwrocony punkt srodkowy.

Inaczej nazywany jest miejscem
zerowym.

Jezeli wartosé bezwzgledna z dtugosci
przedziatu jest mniejsza od tej wartosci,
zostanie zwrécony punkt srodkowy.



Cwiczenie 6
Uporzadkuj elementy pseudokodu algorytmu bisekcji.

lub wartoséBezwzgledna(f(x0)) < epsilon

dtugoscéPrzedziatu = diugos$c¢Przedziatu / 2

zZwro¢ x0 i zakoncz algorytm

X0 = a + diugoscPrzedziatu

w przeciwnym wypadku

diugosc¢Przedziatu = b - a

jezeli diugoscéPrzedziatu < delta

jezeli f(x@) * f(a) < ©

dopdéki prawda wykonuj

114

O

114

114

114

114

114

112

114

14

114



Cwiczenie 7 @
Zaznacz przyblizona warto$¢ miejsca zerowego funkcji 2z° — 6z — 2 w przedziale <—1; 0>,
jezeli wartos¢ epsilon wynosi 0, 06, a wartos¢ delta 0, 01.

O —0,625
O —0,742
O -0,75

O _Oa 5

Cwiczenie 8 @
Wskaz, ile razy zostanie obliczona wartos¢ srodkowa x(¢ w algorytmie bisekcji dla funkcji

z® — 62 — 2 w przedziale <0; 3>, jezeli wartoé¢ epsilon wynosi 0, 4 i warto$¢ delta jest
réwna 0, 4.

o O O O



Dla nauczyciela

Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Algorytmy numeryczne i przyblizone

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposobow reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

6) objasnia sposoby wykonywania przez komputer dziatan arytmetycznych i operacii
logicznych;

I +1II. Zakres rozszerzony. Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

1) zapisuje za pomoca listy krokow, schematu blokowego lub pseudokodu,
i implementuje w wybranym jezyku programowania, algorytmy poznane na
wczesniejszych etapach oraz algorytmy:

f) wyznaczania miejsc zerowych funkcji metodg potowienia,
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje cyfrowe;



» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

e Przeanalizujesz algorytm znajdowania miejsca zerowego funkcji metodg potowienia
przedzialow.

e Wyjasnisz, w jakich przypadkach mozna uzy¢ metody potowienia przedziatow w celu
wyznaczenia miejsca zerowego funkcii.

» Zastosujesz metode bisekcji dla przyktadowej funkciji.
» Przeanalizujesz algorytm bisekcji zapisany za pomocg pseudokodu.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
» Cwiczenia praktyczne.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;
pracaw grupach,;
praca calego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje si¢ na platformie i udostepnia e-materiak:
»~Algorytmy numeryczne i przyblizone”. Nauczyciel prosi uczniéw o zapoznanie si¢
z treSciami w sekcji ,Przeczytaj’.

Faza wstepna:



1. Nauczyciel wySwietla uczniom temat zaje¢ oraz cele. Prosi, by na ich podstawie
uczniowie sformutowali kryteria sukcesu.

2. Rozpoznanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworzg pytania dotyczace tematu zaje¢, na
ktore odpowiedzg w trakcie lekciji.

Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. Uczniowie przystepuja do cichego czytania tekstu zawartego w sekcji
»Przeczytaj’, jesli nauczyciel - na podstawie raportu na platformie - uwaza, ze
przygotowanie uczniow jest wystarczajace, moze pomingc¢ te czynnosc.

2. Praca z multimedium. Nauczyciel wySwietla zawartos¢ sekcji ,Aplet”. Uczniowie
wspolnie zapoznaja si¢ z kolejnymi krokami znajdowania pierwiastka funkciji
wielomianowej. Nastepnie testujg dzialanie algorytmu przy réznych danych
wejsciowych oraz dokladno$ci wyznaczanego przyblizenia. W kolejnym kroku
wykonuja polecenie 2.

3. Cwiczenie umiejetno$ci. Liga zadaniowa - uczniowie realizujg indywidualnie
¢wiczenia nr 1-5 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Po ich wykonaniu nauczyciel omawia najlepsze
rozwiazania problemoéw postawionych w zadaniach.

Faza podsumowujaca:

1. Na koniec zaje¢ nauczyciel raz jeszcze wySwietla na tablicy temat lekcji i cele zawarte
w sekcji ,Wprowadzenie” W odniesieniu do ich realizacji dokonuje szczegotowej oceny
rozwiazania zastosowanego przez wybranego ucznia.Nauczyciel zadaje pytania
podsumowujace, np.

- na czym polega wyznaczanie miejsca zerowego funkcji z wykorzystaniem metody
bisekciji ?
- jak nazywamy argument, dla ktorego funkcja przyjmuje wartoS¢ zero?

Praca domowa:
1. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Wskazowki metodyczne:

» Tresci w sekcji ,,Przeczytaj” mozna wykorzystac jako podsumowanie i utrwalenie
wiedzy uczniow.



