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Galileusz - wtoski fizyk i astronom, w swojej pracy ,,Rozmowy i dowody matematyczne

w zakresie dwoch nowych umiejetnosci” analizowat ruch spadajacego ciala, zrzucajgc

z wiezy w Pizie z wysokosci 49 metrow metalowe kule. Jesli pominiemy opor powietrza, to
odlegtos¢ h od ziemi obiektu zrzuconego z wysoko$ci 49 metréw mozna opisa¢ wzorem
h(t) = —4, 9> + 49. Otrzymany wzor jest zapisany za pomoca wyrazenia stopnia drugiego.

Podobnymi wzorami opisane sg ponizsze funkcije.

a) Funkcja f(z) = 222 — 2, = € R, przyporzadkowuje kazdejliczbie rzeczywistej z liczbe
o dwa mniejsza od podwojonego jej kwadratu,

b) Funkcja f(z) = —%x2, x € R, przyporzadkowuje kazdejliczbie rzeczywistej  liczbe

przeciwng do potowy jej kwadratu.

Dwie ostatnie funkcje to przyktady funkcji kwadratowych. Szczegolnym przypadkiem

funkcji kwadratowej jest jednomian drugiego stopnia. Jest to funkcja postaci y = az?.

Twoje cele

e Rozpoznasz jednomian stopnia drugiego.

o Sporzadzisz wykres funkcji y = axz?®.




o Okreslisz wlasnosci funkcji y = az?.



Przeczytaj

Jezelia #0,b = c = 0, towzor f(x) = axz? + bz + c przyjmuje posta¢ f(z) = az®. Mozna
rowniez krotko zapisa¢ y = az?. Zajmiemy sie funkcja opsang tym wzorem, jej wykresem
i wlasnoSciami.

Definicja: jednomian stopnia drugiego

Funkcje kwadratowg y = ax?, gdzie x € R oraz a jest stalg liczba rzeczywistg rézna od
zera, nazywac bedziemy jednomianem stopnia drugiego (jednomianem kwadratowym).

Sporzadzmy w prostokatnym ukladzie wspotrzednych wykres funkcji y = 2,

W narysowaniu wykresu pomocna bedzie tabelka czeSciowa - im wiecej punktow
w tabelce, tym doktadniejszy bedzie wykres.

T -3 ) -1 —0,5 0 0,5 1 2 3
y=2z> | 9 4 1 0,25 0 0,25 1 4 9

Przy pomocy tabelki wyznaczyliSmy tylko niektore wartosci jednomianu kwadratowego,
a wiec znalezliSmy niektore punkty wykresu. Poniewaz funkcja jest okreslona dla kazde;j
liczby rzeczywistej, wiec otrzymane punkty tworza pewng krzywa.
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Krzywa bedgca wykresem funkcji y = 2% nazywa sie parabolg. Do jej wykresu nalezy punkt
O = (0,0), bedacy wierzchotkiem paraboli. Wierzchotek dzieli parabole na dwie czeéci,
zwane ramionami paraboli. O8 Y jest osig symetrii paraboli.
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Przeksztal¢my wykres funkcji y = z? przez symetrie wzgledem osi X i ustalmy wzor
funkciji, ktorej wykres otrzymaliSmy.
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W symetrii wzgledem osi X obrazem dowolnego punktu P = (z, y) jest taki punkt

: : o T =z T =z
P ze P = (m,y),gdzie{ : ,skqd{ ..
y=-Y y=-yv

Do wzoru funkcji y = > w miejsce  podstawiamy z , a w miejsce y podstawiamy —y
i otrzymujemy wzor —y = (ar;)2 czyli y = —z%. Wspotczynnik a wynosi (—1).
Zwro¢my uwage, ze parabola ma ramiona skierowane w dot.

Sporzadzmy jeszcze dwa inne wykresy.

a)y = —2z?
T o)) 1 -0,5 0 0,5 1 2
y=—2z2 | -8 —2 —0,5 0 —0,5 2 ~8
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Otrzymane krzywe to rowniez parabole. Warto$¢ wspotczynnika a paraboli y = ax?

decyduje o tym, czy ramiona tej paraboli skierowane sa w gore (a > 0), czy w dot (a < 0).

Poréwnujac wykresy funkcji zauwazymy, ze funkcje postaci y = az?, gdy a > 0 majg
wspolne wilasnosci.



Wiasnosé: Wtasnosci funkcji y = azx? gdya >0

» Wykresem kazdej funkciji jest parabola o wierzchotku W = (0, 0) i ramionach
skierowanych ku gorze.

 Zbiorem wartoéci funkcji jest zbior ZW = (0, +00).

e Miejscem zerowym funkcji jest g = 0.

» Osia symetrii wykresu funkciji (paraboli) jest prosta o rownaniu x = 0.
 Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, gdy € (—o0,0) U (0, +00).
 Funkcja jest malejgca w przedziale (—oo, 0), a rosngca w przedziale (0, 400).

o Funkcja osigga warto$¢ najmniejszg réwng 0, dla argumentu 0. Nie przyjmuje
wartos$ci najwiekszej. Zbior wartosci funkciji jest ograniczony z dotu, nie jest
ograniczony z gory.

» Funkcja jest parzysta.

Funkcja nie jest roznowartosciowa.
Ostatnig wlasnosc¢ sprobujemy udowodnic.

Dowad
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Funkcja y = ax” nie jest roznowartoSciowa na zbiorze liczb rzeczywistych

Na poczatku przypomnijmy definicje funkcji roznowarto$ciowejna zbiorze liczb
rzeczywistych.

Funkcja f : R — R jest roznowartosciowa jezeli dla wszystkich z1, x5 € R prawdziwa jest
implikacja:

T # zo = f(z1) # f(2)

Aby wykazac, ze funkcja nie jest roznowartosciowa w zbiorze R, wystarczy wskaza¢ dwa
rozne argumenty, dla ktorych odpowiadajgce im wartosci funkcji sa rowne.

Wezmy na przyklad ;1 = 11z = —1. Jak widzimy z; # .
Obliczymy teraz f(x) oraz f(x2).
Zauwazmy, ze

fm)=f1)=a-1"=a,



fl@) = f(-1)=a-(-1)’ =a.

Otrzymalismy, ze dla roznych argumentow wartosci funkcji sg rowne, wiec funkcja nie
jest roznowartosciowa w zbiorze R.

Analogicznie mozna opisa¢ wtasnosci funkcji y = az?, gdy a < 0.
Przyktad 1

Sprawdzmy, czy punkty A = (—4,64) oraz B = (%, 1) nalezg do paraboli opisanej

rébwnaniem y = 4x2.

A= (—4,64)
y = 4x?
y=4-(-4)
y=4-16

y =64

Punkt A nalezy do paraboli opisanejrownaniem y = 4x2.

B= (1)
y = 4z?
y=4-(3)°
y=4- 15
y=7
T#1

Punkt B nie nalezy do paraboli opisanej rownaniem y = 4z2.
Przyktad 2

Wyznaczmy wspotezynnik a, tak aby punkt o wspotrzednych (2, —8) nalezat do paraboli
2

Yy = azx”.
y = az?
—8=aq- 22




a=—2
Przyktad 3

W prostokatnym uktadzie wspotrzednych naszkicujmy wykresy funkciji.

a)y = %azz,y: x? y = 222
y = g’
z —6 -3 ~1 0 1 3 6
y= 3’ 12 3 = 0 & 3 12
y =’
T -3 —2 ~1 0 1 2 3
y = z? 9 4 1 0 1 4 9
y = 222
x —2 ~1 —0,5 0 0,5 1 2
y=2z> |8 2 0,5 0 0,5 2 8




y=-—z
x -3 -2 —~1 0 1 2 3
y=—-z> | -9 —4 ~1 0 —1 —4 —9
y = —3z°
T —2 -1 0 1 2
y= —3z? —12 -3 0 -3 —12
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Im wiegksza jest warto$¢ bezwzgledna wspolczynnika a, to tym blizej osi Y znajduja sie

ramiona paraboli.
Przyktad 4

W prostokacie stosunek dtugosci bokow jest rowny 1 : 3. Podajmy wzor funkcji y = P(z),
opisujacej pole tego prostokata, jezeli £ oznacza dtugo$¢ dluzszego boku, wyznaczmy
dziedzineg i naszkicujmy wykres.




Wyznaczmy wzor funkcji. Przyjmujemy, ze @ = x, oraz b =

o=

Z.

Pole prostokata wyraza si¢ wzorem P = ab, wiec otrzymujemy wzor funkciji

y = P(x)
y:x.%w
y= gz’

Dziedzina tej funkcji jest przedziat (0, +00).

Sporzadzmy tabelke czesciowq dla tej funkcii.
x 1 2 3 6
y % 5 3 12

I wykres

YA

Zwro¢my uwage, ze w zagadnieniach praktycznych wykorzystujemy tylko fragment
paraboli.



Przyktad 5

Do studni wrzucono kamien i ustyszano plusk wody po 3 sekundach. Jaka jest odlegtos¢
do lustra wody?

Wykorzystujemy wzor h(t) = %2, gdzie a jest warto$cig przyspieszenia ziemskiego, stad

a = 9,81 % Wzér funkcji przyjmuje posta¢ h(t) = 9’82”2 . Poniewaz czas lotu wyniost 3
22
sekundy otrzymujemy h(3) = 9’8; 5 azatem odlegtos¢ do lustra wody wynosi okoto

44,15 m.

Parabola, to krzywa bedaca zbiorem punktow réwnoodleglych od prostej nazywane;
kierownicq paraboli i punktu nazywanego ogniskiem paraboli. Ognisko paraboli to punkt,
ktory lezy na osi symetrii paraboli, a kierownica to prosta prostopadta do osi symetrii.
Nalezy rowniez zwroci¢ uwage na fakt, ze parabola jest krzywa, ktora posiada staty iloraz
odleglosci od ogniska i kierownicy. Iloraz ten nazywamy mimosrodem i oznaczamy:

_ odlegloé¢ punktu od ogniska
" odlegtos¢ punktu od kierownicy

Wykres trojmianu kwadratowego y = ax? + bx + ¢ jest parabolg o ognisku w punkcie

— (=b 1=AN it . , . N
S = ( 2a ’ 4da ) 1 klerownlcy orownaniu y = Ta -

Parabola ma mimosrod rowny 1.
Ciekawostka

Wyznaczymy wspotrzedne ogniska paraboli oraz rownanie kierownicy dla funkciji
wyrazajgcej sie wzorem f(z) = z? + 3z — 4.

Rozwigzanie
A =% —4ac

A=32_4.1.(-4)

A=9+16

A =25

§= (5 "%)

5= (31 )

5= (-3

S = (—%,-6) - ognisko paraboli




Y= 11
—26
Y— —
_ 13 . 1. .
y = —= - rownanie kierownicy

Ciekawostka

Promienie rownolegle padajace na lustro w ksztalcie paraboli po odbiciu skupiaja si¢
w jednym punkcie - ognisku paraboli. Zjawisko to wykorzystuje si¢ na przyktad
w antenach satelitarnych.

Zwierciadto paraboliczne

Natomiast w reflektorach wykorzystuje si¢ wlasnos¢ odwrotng - promienie wychodzace
z zarOwki umieszczonejw ognisku zwierciadla parabolicznego sa rownolegte.

Stownik
jednomian kwadratowy
funkcja y = az?, gdzie z € R, natomiast a jest stalg liczbg rzeczywista r6zng od zera

parabola

krzywa bedacg wykresem funkcji kwadratowe;j



Aplet

Polecenie 1

Ponizej przedstawiony jest aplet ilustrujacy wykres funkcji f(z) = az?. Zmieniaj warto$¢

wspotczynnika a. Zaobserwuj jak zmienia sie potozenie ramion paraboli w zaleznosci od a.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dgy4WYKLI

Polecenie 2

Wykorzystaj aplet. Ustaw wartos¢ wspoétczynnika a, aby otrzymacd parabole o podanym

rownaniu i uzupetnij tabele


https://zpe.gov.pl/a/Dgy4WYKL1

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O @

Cwiczenie 1

Dopasuj wzér funkcji do wykresu.

Cwiczenie 2

Uzupetnij tabelki czesciowe.

i -3 -2 =1l 0




Cwiczenie 3

Majac dane wykresy funkcji y = —2z% orazy = +

1

x2 wybierz charakteryzujace je wtasnosci.

-5

-2

=8

=5

y=—2x
Funkcja przyjmuje wartosci
ujemne, gdy
z € (—o00,0) U (0, +00).
Funkcja jest rosnaca

y= g’

w przedziale (—oo, 0),
a malejaca w przedziale (0, +00)

Funkcja jest malejgca
w przedziale (—o0, 0), a rosnaca
w przedziale (0, +00).

Wykresem funkcji jest parabola
o wierzchotku W = (0, 0)

i ramionach skierowanych ku
gorze.

Zbiorem wartosci funkcji jest
zbior ZW = (0, +00).

Funkcja przyjmuje wartosci




dodatnie, gdy
z € (—00,0) U (0, +00).

Zbiorem wartosci funkcji jest
zbior ZW = (—o0, 0).

Wykresem funkcji jest parabola
o wierzchotku W = (0, 0)

i ramionach skierowanych ku
dotowi.

Cwiczenie 4

Oblicz i uzupetnij wartos$¢ wspétczynnika a , wiedzac, ze punkt P = (—l 3) nalezy do

PR
paraboli opisanej rGwnaniem y = ax? - wpisz brakujaca liczbe.

a =

Cwiczenie 5

Oblicz brakujaca wspétrzedng punktu, wiedzac, ze nalezy on do podanego wykresu-wpisz
brakujaca liczbe.

a)A :(—2\/5,
b)A=(—3,




Cwiczenie 6

Przyporzadkuj punkty nalezace do paraboli opisanej danym wzorem.

y = 5o’
C=(48) ] G=(-1,3)
B=(1,-1) || H=(212) |

) — 37 F:(_ﬁ,1)|\fz(3,—9>!
D= (\/5,6) |‘A= (-2,2) |
B- (.- |

y = —a’

Cwiczenie 7 @

Oblicz wspétrzedne punktow przecigcia paraboli y = %wQ z prostg o réwnaniu y = 8.

Wybierz punkty, ktére spetniajg warunki zadania.

[J B=(-4,-8)
[J C=(-238)
() E=(2,8)
() A=(-43)
() D=(4,8)



Cwiczenie 8 @

Podaj wzor funkcji opisujacej pole kwadratowej dziatki w zaleznosci od dtugosci przekatnej z,
wyznacz dziedzine otrzymanej funkcji oraz sporzadz odpowiedni wykres.



Dla nauczyciela

Autor: Jolanta Podziemska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wykres funkcji kwadratowej y = ax?

Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres podstawowy i rozszerzony
Podstawa programowa:

V. Funkcje Zakres podstawowy.

Uczen:

7) szkicuje wykres funkcji kwadratowej zadanej wzorem

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii,

kompetencje w zakresie wielojezycznosci,

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

kompetencje cyfrowe,

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

» sporzadza wykres funkcji kwadratowej zapisanej wzorem w postaci jednomianu stopnia
drugiego

e rozpoznaje i odczytuje wiasnosci funkcji kwadratowejz wykresu,

o wykorzystuje poznang wiedz¢ do rozwigzywania probleméw matematycznych.

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e praca z tekstem
» dyskusja dydaktyczna,



e burza mozgow
Formy pracy:

e pracaw parach,
o pracaindywidualna.

Srodki dydaktyczne:

 tablica interaktywna,
o komputer z dostepem do internetu.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

» Przedstawienie tematu lekciji.
» Wyznaczenie celow i kryteriow sukcesu.
» Dyskusja dotyczgca aktualnego stanu wiedzy uczniow w zakresie poruszanej tematyki.

Faza realizacyjna:

e Zapoznanie uczniow z informacjami z sekcji ,Przeczytaj” - uczniowie analizujg
przedstawione przyktady i notujg pytania. Burza mozgow - jak najszybciej wykonac
wykres jednomianu kwadratowego.

o Wykorzystanie apletu do zilustrowania innych wykresoéw oraz do odczytania wtasnosci
funkcji z uwzglednieniem wnioskow dotyczacych wspotczynnika a

» Samodzielne wykonanie ¢wiczen nr 24,5 z sekcji ,Sprawdz si¢” przez uczniow.

e Cwiczenial,22,678 z sekcji ,Sprawdz sie” uczniowie wykonujg w parach. Nastepnie
konsultujg swoje rozwigzania z inng parg uczniow i ustalaja jedng wersje odpowiedzi.

o Sprawdzenie poprawnosci wykonanych zadan i omowienie ich wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

e Omowienie ewentualnych problemow powstatych podczas rozwiazywania ¢wiczen
interaktywnych.
o Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

o Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (, Wykres funkcji kwadratowejy = ax? ).

Materialy pomocnicze:

Wykres funkcji kwadratowe;j


file:///a/DPHMxXnyW

Wskazowki metodyczne:

Materiat w sekcji ,Aplet” mozna wykorzysta¢ na lekcji jako podsumowanie i utrwalenie

wiedzy w zakresie wykorzystania wzoru funkcji kwadratowejy = ax?.

»~Aplet” mozna wykorzysta¢ w realizacji tematu , Wykres funkcji i wykresy wybranych
funkcji”.



