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Problem potegowania liczb jesteSmy w stanie rozwigzac, stosujgc algorytm iteracyjny lub
rekurencyjny. Potege a” mozemy obliczy¢ zgodnie z definicja, ktéra najczesciej uzywamy
na lekcji matematyki, a takze za pomocg algorytmu tzw. szybkiego potegowania liczb.

Obliczanie potegi a” zgodnie z definicja wymaga od nas wykonania n — 1 mnozen. Dzieki
wykorzystaniu schematu Hornera w algorytmie szybkiego potegowania, liczba
wykonywanych mnozen zalezna bedzie od liczby bitbw w rozwinigciu binarnym
wykladnika. Wykonamy zatem maksymalnie 2 log, n mnozen.

Wiecejinformacji o algorytmach iteracyjnych znajdziesz w e-materiatach:

» Algorytmy iteracyjne,
o Algorytmy liczbowe,
» Algorytmy iteracyjne - obliczanie silni.

Wiecej zadan? Siggnij do e-materialu Algorytmy iteracyjne i liczbowe - zadania maturalne.
Twoje cele

e Przeanalizujesz algorytm iteracyjnego potegowania liczb.
e Zaimplementujesz program potegujacy liczby wykorzystujacy algorytm iteracyjny.
» Scharakteryzujesz i zaimplementujesz algorytm szybkiego potegowania liczb.
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Przeczytaj

Potegowanie liczb wedtug definicji

Zalozmy, ze chcemy podniesc¢ liczbe a do potegi n. Aby wykonac to dziatanie, nalezy
obliczy¢ iloczyn n czynnikow o wartosci podstawy, czyli a.

a =a-a-...Q
n
Na przyktad:
24=2.2.2.2.

Iloczyn tych liczb mozna obliczy¢ za pomoca algorytmu iteracyjnego oraz rekurencyjnego.
Specyfikacja problemu:
Dane:

e n - liczba naturalna; wyktadnik potegi
e a - liczba catkowita rozna od zera; podstawa potegi

Wynik:
Algorytm wypisuje wynik potegowania a”.

Na poczatek przeanalizujmy schemat blokowy algorytmu w wersji iteracyjne;j.
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Wezytaj a
Weczytaj n
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potega «— 1
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i / Wypisz potega /
tak 1
potega <« potega - a
nen-1

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY 3.0.

Wykonanych zostanie n iteracji petli, w ktorych beda przeprowadzane operacje mnozenia
aktualnej potegi przez podstawe a. Zatem ztozono$¢ czasowa algorytmu potegowania liczb
wedlug definicji wyrazona jako liczba wykonanych mnozen wynosi O (n).

Algorytm ten mozemy przedstawi¢ takze za pomoca pseudokodu. W tym celu
wykorzystamy instrukcje iteracyjng dla ... wykonuj. Wewnatrz petli umieScimy
operacje mnozenia aktualnej potegi przez warto$¢ podstawy potegi.

1 potega ~ 1

2dlai=n,n-1, ... 1 wykonuj
3 potega < potega * a

4 wypisz potega

Szybkie potegowanie liczb
Istnieje szybszy sposob potegowania liczb od potegowania wedtug definiciji.

Wersja iteracyjna szybkiego potegowania oparta jest na dwojkowej reprezentacii
wyktadnika. Wezmy dziatanie 3'%. Liczba 14 w systemie dwojkowym to:

14 = 1110y

Mozemy zapisa¢ warto$¢ tego wyktadnika, korzystajac ze schematu Hornera:

314 _ g((12+1)2+41)2 _ ((32 , 3)2 , 3)2-
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Metoda polega na pobieraniu kolejnych cyfr wyktadnika zapisanego w systemie
dwojkowym, zaczynajgc od lewej strony. Jezeli ta cyfra ma wartoS¢:

e 0 - to aktualny wynik podnoszony jest do potegi drugiej,
e 1 -to aktualny wynik podnoszony jest do potegi drugiej, a nastepnie mnozony jest
przez podstawe.

Specyfikacja problemu:
Dane:

e n - liczba naturalna w postaci binarnejn, n,_1 n,_2...n;; wyktadnik potegi
e X - liczba naturalna; liczba bitow w reprezentacji binarnejliczby n
e a - liczba catkowita; podstawa potegi

Wynik:

Algorytm zwraca wynik potegowania a”.

potega < 1
dla i = x, x - 1, ..., 1 wykonuj
bit <« cyfra liczby n na pozycji i
jezeli bit = 0
potega — potega * potega
W przeciwnym razie
potega < potega * potega * a
wypisz potega

Powyzsza metoda oparta jest na dwojkowejreprezentaciji wykladnika. Liczby w systemie
dwojkowym tworzone sg od strony prawej (od najmniej znaczgcego bitu), zatem jezeli
chcemy dotrze¢ do poszczegodlnych bitow wyktadnika zaczynajgc od lewej strony, nalezy
najpierw uzyc¢ algorytmu konwers;ji liczby z systemu dziesietnego na system binarny.

Analizujac powyzszy pseudokod algorytmu szybkiego potegowania od lewej do prawej,

mozemy zauwazyc, ze liczba mnozen zalezna jest od liczby bitow w binarnej reprezentacii

wyktadnika. Ztozono$¢ algorytmu wynosi O (log, n).
Wazne!

Obie zaprezentowane metody maja swoje wersje rekurencyjne. Ich oméwienie oraz
porownanie z wersjami iteracyjnymi znajdziesz w e-materiale Analiza podejscia
rekurencyjnego i iteracyjnego.

Praca domowa
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Zapisz zaprezentowane w e-materiale algorytmy, wykorzystujgc wybrany jezyk
programowania.

Stownik
rekurencja

technika programowania polegajaca na odwotywaniu si¢ procedur lub funkcji do samych
siebie, az do momentu spelnienia warunku podstawowego
iteracja

technika programowania polegajaca na powtarzaniu tych samych operacji w petli
okreslong liczbe razy lub do momentu, az zostanie speiniony zadany warunek
schemat Hornera

sposob obliczania wartosci wielomianu dla danej wartosci argumentu wykorzystujacy
minimalng liczbe mnozen
system dwojkowy (system binarny)

pozycyjny system liczbowy; sposob zapisywania liczb, w ktorym potrzebne sg tylko dwie
cyfry: 0i 1, a podstawg tego systemu jest liczba 2
szybkie potegowanie

algorytm pozwalajacy na szybkie obliczenie potegi liczby; wykorzystuje wyktadnik

zapisany w systemie dwdjkowym



Gra edukacyjna

Polecenie 1

Sprawdz swoja wiedze na temat algorytméw iteracyjnych i liczbowych, bioragc udziat w grze
edukacyjnej.

Test

Sprawdz swoja wiedze, biorac udziat w grze

Poziom trudnosci: Limit czasu:

tatwy /7 min

Twoj ostatni wynik:

Uruchom

Polecenie 2

Zastanow sie, ktére pytania sprawity ci trudnos$¢. Wré¢ do fragmentéw, ktorych dotycza.

Polecenie 3

Zapisz trzy pytania, ktére mogtyby zosta¢ dotaczone do testu. Pytania omoéwicie na forum

klasy, a nastepnie wspdlnie na nie udzielcie odpowiedzi.







Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @ ) @
Cwiczenie 1

Podaj definicje iteracji.

Cwiczenie 2
Wskaz, ktére twierdzenia na temat szybkiego potegowania liczb sg prawdziwe.

(] Wykorzystuje wyktadnik w systemie binarnym.

(] Jest sposobem obliczania wartosci wielomianu.

(] Jestto algorytm istniejacy jedynie w wersji rekurencyjnej.

(] Jest szybszy od sposobu potegowania wedtug definicji.




Cwiczenie 3
Potacz w pary pojecia z ich definicjami.

schemat Hornera

szybkie potegowanie

system dwojkowy

rekurencja

Cwiczenie 4

pozycyjny system liczbowy, w ktérym
zapisujemy kazda liczbe za pomoca
dwéch cyfr: zer oraz jedynek

metoda pozwalajaca na szybkie
obliczenie potegi o wyktadniku
naturalnym

technika programowania polegajgca na
odwotywaniu sie procedur lub funkcji
do samych siebie, az do momentu
spetnienia warunku podstawowego

sposob obliczania wartosci wielomianu,
ktéry zmniejsza liczbe potrzebnych
mnozen

Wskaz, ile wynosi ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu szybkiego potegowania liczb.

o O O O



Cwiczenie 5 O

Uzupetnij brakujacy fragment kodu.

1 potega « 1
2dlai=n, n-1, ... 1 wykonuj

3 (..)
4 wypisz potega

() 1 potega — potega ** a

() 1 potega « a ** a

(O 1 potega — potega * a

() 1 potega -« a * a

Cwiczenie 6 @
Uzupetnij wartosci w dziataniach kolejnych iteracji petli w algorytmie szybkiego potegowania
31001 'wWyktadnik zapisany zostat w systemie dwojkowym. Wynik bedzie przechowywany

w zmiennej potega. Zmienna ta zostata juz zainicjowana wartoscia 1.

potega < -1

potega <«

potega <«

potega <« . -3




Cwiczenie 7 O

Napisz pseudokod algorytmu wyswietlajgcego liczbe wszystkich mozliwych kodéw, ktére
mozemy ustawic, aby zabezpieczy¢ pewna ktédke. Kod ten sktada sie z n cyfr z zakresu (0, 9)
i zm liter ze zbioru {A, B, C, D}.

Litery i cyfry w szyfrze mogg sie powtarzac.
Przyktad:

Jezeli kod sktada sie z dwdch cyfr catkowitych z przedziatu (0, 7) i trzech liter ze zbioru

{A, B, C, D}, toliczba mozliwych kodéw to 8 - 8 - 4 - 4 - 4. Osemki w kodzie oznaczaja
liczbe kombinacji cyfr (od 0 do 7 mamy siedem cyfr). Sg dwie, poniewaz kod sktada sie z dwdch
cyfr. Analogicznie jest w przypadku liter - do wyboru mamy cztery litery (4, B, C' lub D),
kazda z nich moze pojawic sie w jednym z czterech miejsc kodu.

Wykorzystaj algorytm potegowania liczb wedtug definicji.
Specyfikacja problemu:
Dane:
e n - liczba naturalna; liczba cyfr zawartych w kodzie
e m - liczba naturalna; liczba liter zawartych w kodzie
Wynik:
Algorytm wypisuje liczbe mozliwych kodow zabezpieczajacych ktédke.

Napisz pseudokod algorytmu wyswietlajgcego liczbe wszystkich mozliwych kodéw, ktore
mozemy ustawic, aby zabezpieczy¢ pewng ktoddke.






Cwiczenie 8 @

Okres potowicznego rozpadu jest to czas, po ktérym liczebnos¢ danej probki maleje
dwukrotnie. Na przyktad po trzech okresach pozostanie % poczatkowej ilosci prébki. llos¢
probki N; pozostatej po danej liczbie okreséw t rozpadu poczatkowej probki Ny mozemy
wyrazi¢ wzorem:

Zapisz w postaci pseudokodu algorytm wyliczania ilosci pozostatej prébki Nt po liczbie
okresoéw t zapisanych w systemie dwojkowym. Wykorzystaj algorytm szybkiego potegowania
liczb w wersji iteracyjne;j.

Specyfikacja problemu:

Dane:
e t - liczba okreséw, liczba naturalna zapisana w systemie binarnym
e NO - poczatkowa ilos¢ probki, liczba naturalna

Wynik:

Algorytm wypisuje ilo$¢ pozostatej probki po liczbie okreséw t:






Dla nauczyciela

Autor: Zespo6t autorski Contentplus.pl sp. z 0.0.
Przedmiot: Informatyka

Temat: Algorytmy iteracyjne iliczbowe - potegowanie liczb
Grupa docelowa:

Liceum ogolnoksztatcace i technikum, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres
podstawowy i rozszerzony

Podstawa programowa:
Cele ksztalcenia - wymagania ogolne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposoboéw reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TresSci nauczania — wymagania szczegotowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) do realizacji rozwigzania problemu dobiera odpowiednig metode¢ lub technike
algorytmiczng i struktury danych;

3) objasnia dobrany algorytm, uzasadnia poprawnos$c¢ rozwigzania na wybranych
przykladach danych i ocenia jego efektywnoS¢;

I +1II. Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

1) zapisuje za pomoca listy krokow, schematu blokowego lub pseudokodu,
i implementuje w wybranym jezyku programowania, algorytmy poznane na
wczesniejszych etapach oraz algorytmy:

h) obliczania warto$ci wielomianu za pomoca schematu Hornera,
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i) szybkiego potegowania liczb w wersiji iteracyjneji rekurencyjne;j,
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

o Przeanalizujesz algorytm iteracyjnego potegowania liczb.
» Zaimplementujesz program potegujacy liczby wykorzystujacy algorytm iteracyjny.
» Scharakteryzujesz i zaimplementujesz algorytm szybkiego potegowania liczb.

Strategie nauczania:

e konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
» Cwiczenia praktyczne.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;
pracaw grupach,;
praca calego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje si¢ na platformie i udostepnia e-materiat:
»Algorytmy iteracyjne i liczbowe - potegowanie liczb”. Nauczyciel prosi uczniow
0 zapoznanie si¢ z treSciami w sekcji ,Przeczytaj’.



Faza wstepna:

1. Nauczyciel wyswietla temat i cele zaje¢ zawarte w sekcji ,Wprowadzenie”. Prosi, by na
ich podstawie uczniowie sformutowali kryteria sukcesu.

2. Rozpoznanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworzg pytania dotyczace tematu zaje¢, na
ktore odpowiedzg w trakcie lekciji.

Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. Jezeli przygotowanie uczniow do lekciji jest niewystarczajace,
nauczyciel prosi o indywidualne zapoznanie si¢ z trescig zawartg w sekciji ,Przeczytaj’.
Kazdy uczestnik zaje¢ podczas cichego czytania wynotowuje najwazniejsze kwestie
poruszane w tekscie.

2. Praca z multimedium. Nauczyciel wySwietla zawartos¢ sekcji ,,Gra edukacyjna’.
Uczniowie indywidualnie odpowiadaja na 10 pytan.

3. W kolejnym etapie uczniowie dobierajg sie w pary i wykonujg ¢wiczenia nr 1-6 z sekcii
»~Sprawdz sie”. Nastepnie konsultujg swoje rozwigzania z inng parg uczniow i ustalaja
jedng wersje odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel wyswietla na tablicy temat lekcji i cele zawarte w sekcji ,Wprowadzenie”.
W kontekscie ich realizacji podsumowuje przebieg zajec¢, a takze wskazuje mocne
i stabe strony pracy uczniéw.Nauczyciel zadaje pytania podsumowujgce, np.
- na czym polega szybkie potegowanie?
- jak nazywamy odwotywanie si¢ definicji lub funkcji do samej siebie?
- na czym polega dwojkowy system zapisywania liczb?
- do czego stuzy schemat Hornera?

Praca domowa:
1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia 7-8 z sekcji ,,Sprawdz sie”
Wskazowki metodyczne:

» Uczniowie mogg wykorzystac¢ tresci w sekcjach: ,Przeczytaj’, ,Gra edukacyjna’,
»Sprawdz sie” jako materiat do lekcji powtorkowe;.



