Obliczanie przyblizone] wielkosci pola obszarow
zamknietych w jezyku Python

« Wprowadzenie

« Prezentacja multimedialna
o Przeczytaj

« Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Obliczanie przyblizonej wielkosci pola obszarow

zamknietych w jezyku Python

Zrodto: Markus Spiske, domena publiczna.

W e-materiale Obliczanie przyblizonej wielkosci pola obszarow zamknietych
dowiedzieliSmy sig, jak obliczy¢ pole powierzchni pod wykresem funkciji.

W tym e-materiale zaimplementujemy w jezyku Python metode¢ trapezéw do obliczania pola
obszaru ograniczonego wykresem funkciji.

Implementacje w pozostatych jezykach programowania znajdziesz w e-materiatach:

e Obliczanie przyblizonejwielkosci pola obszarow zamknietych w jezyku C++,
e Obliczanie przyblizonejwielkosci pola obszaréw zamknietych w jezyku Java.

Wiecejzadan? PrzejdZ do e-materiatu Obliczanie przyblizonejwielkosci pola obszarow
zamknietych - zadania maturalne.
Twoje cele

o Przesledzisz i powt6rzysz wiadomos$ci na temat dziatania funkciji eval().

e Przygotujesz funkcje pomocne podczas obliczenia przyblizonej wielko$ci pola
obszarow zamknietych.

» Zaimplementujesz w jezyku Python algorytm obliczajacy pole powierzchni
ograniczonejwykresem funkciji.
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Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Przeanalizuj krok po kroku obliczanie przyblizonej wielkosci pola obszaréw zamknietych

z wykorzystaniem metody trapezow.
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Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.
Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/PeLuxfcaP
Dana jest funkcja:

f(z) = 2?

Wykonamy obliczenia metodg trapezéow

w przedzialeoda = 0.1 do b = 0.6,
podzielonym na pie¢ odcinkéw.

@ Materiat audio dostepny pod adresem:



https:/zpe.gov.pl/b/PelLuxfcaP

Wyznaczamy dx oraz przyjmujemy kolejne
elementy dla przedziatu. Inicjujemy zmienna
wynik, do ktérej bedziemy dodawaé wyniki
czesciowe.

Materiat audio dostepny pod adresem: @

https:/zpe.gov.pl/b/PeLuxfcaP

Obliczamy wartos¢ pierwszego elementu
x (elem) z przedziatu:

@ Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/PeLuxfcaP

Obliczamy f(x) dla tego elementu:

Materiat audio dostepny pod adresem: @

https:/zpe.gov.pl/b/PelLuxfcaP

Obliczamy wartos¢ drugiego elementu x (elem
+ dx):



@ Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/PelLuxfcaP

Obliczamy f(x) dla tego elementu:

Materiat audio dostepny pod adresem: @
https:/zpe.gov.pl/b/PeLuxfcaP

Korzystajac ze wzoru na powierzchnie trapezu,
obliczamy czesciowy wynik i dodajemy wartos¢
do zmiennej wynik:

Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/PeLuxfcaP

Przedstawione kroki powtarzamy jeszcze cztery
razy, uzyskujgc czeSciowe wyniki:

Materiat audio dostepny pod adresem: @

https:/zpe.gov.pl/b/PelLuxfcaP

Sumujemy wszystkie wyniki czastkowe
i uzyskujemy wynik:



Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/PelLuxfcaP

Funkcja zwraca wynik. Ten liczony ,na kartce"
nie jest identyczny z komputerowym (wynika to
ze sposobu, w jaki komputer przechowuje

w pamieci operacyjnej liczby rzeczywiste).

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Polecenie 2

Opracuj notatke podsumowujaca najwazniejsze informacje przedstawione w prezentacji.




Przeczytaj

Definicja: Catkowanie numeryczne

Catkowanie numeryczne to przyblizenie caltki, poprzez sumy wazone wartosci
catkowanej funkcji w wielu punktach. Przedzial catkowania nalezy podzieli¢ na
niewielkie fragmenty, a wynikiem catkowania jest suma oszacowan catek w tych

obszarach.
Znamy rozne sposoby obliczania wartosci calki. Sg to m.in.:

» metoda prostokatow (omowiona w innym e-materiale z tej serii),
e metoda trapezow.

Podczas stosowania metody trapezow, bedziemy korzysta¢ ze wzoru na pole trapezu:

(podstawai + podstawas) - h

P—
2

Wysokos$¢ h obliczamy jako:

e a - poczatek przedziatu calkowania,

e b - koniec przedzialu catkowania,

e 1 - liczba podprzedzialow, w ktorych bedziemy liczy¢ pole trapezu (im wigksze ¢, tym
wieksza doktadno$¢ algorytmu, poniewaz bedziemy liczy¢ pola wiekszejliczby
trapezow na mniejszych przedziatach).

Dlugosc¢ pierwszej podstawy obliczamy jako:
podstawa, = f (x;)
Dlugos¢ drugiej podstawy obliczamy jako:

podstawas = f(x;11)


javascript:void(0);

f(xj)
f(Xj+h)

Ax=h

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Przyktad 1

Sprobujmy stworzy¢ program, ktory moze postuzy¢ do obliczania caltki funkcji o podanym
przepisie. W tym przypadku niech to bedzie funkcja kwadratowa f(x) = x2

1 def calka_trapez(a, b, 1i):

2

3 def f(x):

4 return x*x # tu mozemy zdefiniowacC funkcje, ktorej caik
5

6 dx = (b - a) / 1

7 calka = 0

8 for elem in range(1i):

9 elem = elem * dx + a

10 fx1 = f(elem)

11 fx2 = f(elem+dx)

12 calka += 0.5 * dx * (fx1 + fx2)
13 return calka

Dla przykladowej funkcij:

f(z) = z*dlaz € (0,1) oraz dla 10 przedzialéw




jej wykres mozemy zaprezentowac w nastepujacy sposob:
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Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Teraz mozemy wywota¢ funkcje dla okreslonego przedziatu liczb (a, b) i wySwietli¢
wynik:

1 wynik = calka_trapez(0, 1, 10)

2 print(wynik)

3

4 # 0.3350000000000001

5 # doktadny wynik to 1/3, wiec uzyskalismy dosS¢ dobre przyblizen

Przyktad 2

Mozemy wykorzysta¢ wbudowang funkcje eval () do stworzenia funkcji, ktora jako
parametr bedzie przyjmowac kod funkcji do wykonania w momencie obliczania. Nazwa
zmiennejw tym kodzie musi by¢ identyczna z uzytg do enumeracji w petli for.
Przygotujmy zatem kod, ktory zrealizuje taki sposob obliczania.

1 def calka_trapez_eval(fun_txt, a, b, 1i):
2 dx = (b - a) / 1

3 calka = 0

4 for elem in range(i):

5 elem = elem * dx + a

6 fx1 = eval(fun_txt)


javascript:void(0);

7 elem += dx
fx2 = eval(fun_txt)

9 calka += 0.5 * dx * (fx1 + fx2)
10 return calka
11

12 # przyktad wywotania:

13 wynik = calka_trapez_eval('elem**2', 0, 1, 100)
14 print(wynik)

15

16 # 0.33335

W jezyku Python istniejg mozliwosci wygenerowania wykresu funkcji i zaprezentowania
go na ekranie. Oto przyklad z wykorzystaniem biblioteki matplotlib:

1 import matplotlib.pyplot as plt

2

3 def wykres_funkcji(a, b, 1i):

4 o

5 a - punkt poczatkowy

6 b - punkt koncowy

7 i - krok

3 nn

9
10 def f(x):
11 return x**2
12
13 X = [ x for x in range(a,b,1) ]
14 Y = [ f(x) for x in range(a,b,1) ]
15 plt.plot(X, Y)
16 plt.show()
17

18 wykres_funkcji(-2, 50, 1)

Wynikiem dzialania takiego programu bedzie wykres:
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Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Modul matplotlib mozemy réwniez wykorzysta¢ w celu nalozenia roznych typow
wykresow. Tym samym wysSwietlimy jednocze$nie wykres stupkowy (otrzymany za
pomoca metody bar ()) oraz wykres liniowy (otrzymany za pomoca metody plot()).
Uzywajac wykresu stupkowego, mozemy zobaczy¢, na jakich przedziatach nasza funkcja
liczyta pola trapezow. Oto zdefiniowana funkcja:

1 import matplotlib.pyplot as plt

2

3 def wykres_funkcji(a, b, 1i):

4 o

5 a - punkt poczatkowy

6 b - punkt koncowy

7 i - krok

3 n

9
10 def f(x):
11 return x**2
12
13 X = [ x for x in range(a,b,1i) ]
14 Y = [ f(x) for x in range(a,b,1i) ]
15
16 # bar - wykres stupkowy
17 plt.bar(X, Y)
18

19 # plot - wykres liniowy



20 plt.plot(X, Y, 'r-")
21

22 plt.show()

23

24 wykres_funkcji(-2, 50, 1)

Wynikiem dziatania takiego programu bedzie wykres:
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Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Juz wiesz

o Warto$¢ catki mozemy obliczy¢, wykorzystujac metode trapezow.
e W celu obliczenia wartosci roznych funkciji, mozemy uzy¢ funkcji eval().

Stownik
catka

uogolnione pojecie sumy; mozna ja sobie wyobrazi¢ jako sume nieskonczonejliczby
nieskonczenie matych warto$ci funkcji f(x)
eval()

wbudowana funkcja w jezyku Python; moze stuzy¢ do dynamicznego wyliczania wartosci
wyrazenia w programie
matplotlib




biblioteka stuzaca do przedstawienia obrazéw ztozonych z punktéw o wspotrzednych x
oraz y (wykresow, histogramow, rozktadow itp.); modut matplotlib nie jest dostepny
w standardowej instalacji jezyka Python - nalezy go zainstalowac, korzystajac

z mechanizmu pip



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O 0 @
Cwiczenie 1
Zaznacz wszystkie poprawne stwierdzenia.
Mozemy polepszy¢ doktadnosc catkowania, zmniejszajac liczbe podprzedziatéw.

Funkcja eval() jest wbudowang funkcja jezyka Python.

Mozemy polepszy¢ doktadnosc catkowania, zwiekszajac liczbe podprzedziatow.

U
U
U
U

Funkcja eval() nie jest wbudowang funkcja jezyka Python.




Cwiczenie 2 O

Zdefiniuj funkcje pole(f1, f2, a, b, i), ktdraobliczy pole powierzchni zawartej
miedzy krzywymi bedacymi wykresami funkcji f1i f2 w przedziale (a, b). Skorzystaj

z metody trapezoéw na i podprzedziatach i funkcji eval( ). Wynik zaokraglij do siedmiu miejsc
po przecinku.

Swoje rozwiazanie przetestuj dla podanych funkcji na przedziale (0, 1), podzielonym na 200
trapezéw.

1 ! 3 :1:_
fL(e) = ot +ad 4+

f2(a:):x4—|—ac2—|—£

Specyfikacja problemu:
Dane:
e f1, f2 - ciagznakow przedstawiajacy funkcje ze zmienng x
e a, b - liczby catkowite wyznaczajace przedziat catkowania
e 1 - liczba catkowita; liczba podprzedziatéw
Wynik:
e wynik - liczba zmiennoprzecinkowa; wynik catkowania
Obraz pogladowy:
o f1(z) - wykres zielony

e f2(x) - wykres niebieski
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Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.
Twoje zadania

1. Program, za pomocg metody trapezéw, oblicza pole obszaru pomiedzy wykresami
funkcji f1i f2.

1 def pole(f1, f2, a, b, i):

2 # tutaj Twéoj kod
3 return None
4

S wynik = pole( ' x**4+x**3+x*%2/25","'x**x4+x*x*2+x/4"',0,1,200)
6 print(wynik)






Dla nauczyciela

Autor: Adam Jurkiewicz
Przedmiot: Informatyka

Temat: Obliczanie przyblizonej wielkoSci pola obszaréw zamknietych w jezyku Python
Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposobow reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) do realizacji rozwigzania problemu dobiera odpowiednig metode¢ lub technike
algorytmiczng i struktury danych;

4) ilustruje i wyjasnia role pojec¢, obiektow i operacji matematycznych
w projektowaniu rozwigzan problemow informatycznych i z innych dziedzin,
postuguje si¢ pojeciem logarytmu;

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera i innych
urzgdzen cyfrowych.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3) sprawnie postuguje sie zintegrowanym Srodowiskiem programistycznym przy
pisaniu, uruchamianiu i testowaniu programow;



I +1II. Zakres rozszerzony. Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

2) wykorzystuje znane sobie algorytmy przy rozwigzywaniu i programowaniu rozwigzan
nastepujacych problemow:

f) obliczanie przyblizonejwielkosSci pola obszaréw zamknietych;
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

e PrzeSledzisz i powtorzysz wiadomosci na temat dziatania funkcji eval().

» Przygotujesz funkcje pomocne podczas obliczenia przyblizonej wielkoSci pola obszarow
zamknietych.

» Zaimplementujesz w jezyku Python algorytm obliczajgcy pole powierzchni ograniczone;j
wykresem funkciji.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji



Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje sie na platformie i udostgpnia e-materiat:
»Obliczanie przyblizonejwielkosci pola obszaréw zamknietych w jezyku Python”
Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z multimedium w sekcji ,,Przeczytaj”

Faza wstepna:

1. Chetna lub wybrana osoba przypomina najwazniejsze informacje dotyczace obliczania
przyblizonej wielkosci pola obszaréow zamknietych.

2. Nauczyciel wyswietla uczniom temat, wskazuje cele zaje¢ oraz ustala z uczestnikami
zaje¢ kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Odnoszac si¢ do tresci zawartej w sekcji ,Prezentacja multimedialna”, uczniowie
w parach konstruuja alternatywny przyklad, definiujgc samodzielnie problem,
rozwiazanie i ewentualng implementacje. Rezultaty omawiane s3 na forum klasy.

2. Praca z multimedium. Nauczyciel wySwietla zawartoSc¢ sekcji ,,Przeczytaj’, czyta tresc¢
polecenia nr 1, ,Mozemy rowniez wykorzysta¢ wbudowana funkcje eval() do
stworzenia funkciji, ktora jako parametr bedzie przyjmowac kod funkcji do wykonania
w momencie obliczania. Musimy pamietac o tym, aby nazwa zmiennejw tym kodzie
byla identyczna z uzyta do enumeracji w petli for.” i omawia kolejne kroki rozwigzania.

3. Cwiczenie umiejetnosci. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr z sekcji ,Sprawdz sie”.
Nauczyciel sprawdza poprawno$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

4. Praca indywidualna - implementacja poznanej techniki do rozwigzywania problemow
informatycznych - wykonywanie ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”.

Faza podsumowujaca:
1. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.
Praca domowa:

1. Uczniowie proponujg alternatywny sposob rozwigzania problemu postawionego
w sekcji ,Przeczytaj.

Materialy pomocnicze:

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka Python 3 (lub nowszej wersji).
» Oficjalna dokumentacja techniczna dla oprogramowania PyCharm lub IDLE.

Wskazowki metodyczne:

e Multimedium w sekcji ,Przeczytaj” mozna potraktowac jako zadanie domowe
dotyczace analizy problemu zawartego w temacie , Obliczanie przybliZzonej wielkosci



pola obszarow zamknietych w jezyku Python”.



