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tym uwzglednienie warunkow, jakie musza spetniac¢ kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego.
Twoje cele

o Powtorzysz i rozwiniesz umiejetnosci zwigzane z zastosowaniem ciggow
arytmetycznych.

o Zastosujesz w obliczeniach poznane wzory zwigzane z ciggiem arytmetycznym.

e Zbudujesz model matematyczny problemu zwigzanego z zastosowaniem sumy
wyrazow ciggu arytmetycznego w rozwigzywaniem rownan i niero6wnosci.




Przeczytaj

Z zasadniczego twierdzenia algebry wynika, ze rownanie wielomianowe stopnia n moze
miec co najwyzej n pierwiastkow rzeczywistych. Przy czym kazde rownanie wielominowe
stopnia nieparzystego ma przynajmniejjeden pierwiastek rzeczywisty. Jest to wazna
informacja, z ktorej bedziemy korzysta¢ rozwiazujgc rownania, ktoérych wspotczynniki badz
pierwiastki sg wyrazami ciggu arytmetycznego.

Definicja: Ciag arytmetyczny

Ciggiem arytmetycznym nazywamy cigg liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego
liczby r, zwanej réznica ciggu.

Ciag arytmetyczny (a,,)
Wyraz ogolny ciagu Zaleznos¢ miedzy tr:z?ma kolejnymi Suman p({czqt.kowych
wyrazami ciaggu wyrazow ciaggu
ap,=a;+(n—-1)-r  a,= —a"’l—;a"“ S, = —’“;“" ‘n

Rozwigzanie pierwszego przykladu prowadzi do znalezienia ostatniego wyrazu
skonczonego ciggu arytmetycznego.

Przyktad 1

Rozwigzemy rownanie 1 + 7 + 13 + ... + = = 280, ktorego sktadniki lewej strony sa
kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego.

Rozwigzanie:

Liczba 1 jest pierwszym wyrazem ciggu arytmetycznego, a liczba x ostatnim. Oznaczmy
ten ciag (a,), ar - jego roznice.

Wtedy:
r=7—-1=6ia,=1+(n—-1)-6=6n—>5,gdzien=1,2, 3,4, ...
Ostatnim wyrazem ciggu 1, 7,13, .. ., z jest liczba z, zatem z = 6n — 5.

Lewa stron¢ rownania przedstawiamy w prostszej postaci - korzystamy ze wzoru na
sume kolejnych wyrazéw ciggu arytmetycznego.

LS = 280

6n’ — 4n = 560




Rozwigzujemy otrzymane rownanie kwadratowe.
6n’ — 4n — 560 = 0

A = 13456 = VA = 116

—112
12

n = < 0 - nie spetnia warunkow zadania
n =10
Wynika z tego, ze dodano dziesi¢¢ wyrazow ciggu, wiec T = aio.

r=6-10—-5=255

Odpowiedz:

Rozwigzaniem rownania jest liczba 55.

Rozwigzanie kolejnego problemu wymaga nie tylko rozwigzania pewnego réwnania, ale
rowniez uktadu rownan z trzema niewiadomymi.

Przyktad 2

Ciag (a, b, c) jest ciggiem arytmetycznym, w ktorym pierwszy wyraz jest o 6 wiekszy od
trzeciego. Réwnanie acz? + (a — bc)z — b = 0 z niewiadoma x ma dwa rozwigzania,
z ktorych jedno jest rowne 4. Znajdziemy drugie rozwigzanie tego rownania.

Rozwigzanie:

Z treSci zadania wynika, ze a = ¢ + 6.

Ciag (a, b, c) jest arytmetyczny, wiec ¢ — b = b — a, czyli 2b = ¢ + a.
Jednym z rozwigzan rownania jest liczba 4, wiec 16ac + (a — be) -4 — b = 0.
W ten sposob uzyskaliSmy uktad trzech rownan z trzema niewiadomymi.

a=c+6
2b=c+a
16ac+ (a —bc)-4—b=0

Rozwigzemy ten uklad rownan metoda podstawiania. Wyznaczone a podstawiamy do
drugiego i do trzeciego rownania.




a=c+6
2b=c+c+6
16¢c(c+6) +4(c+6) —4bc —b =10

Rozwigzujemy uzyskany uktad rownan.

(a=c+6
b=c+3
16¢? 4+ 96¢ +4c+ 24 —4(c+3)c— (c+3) =0

Zeby nie komplikowa¢ zapiséw, wyodrebnimy z ukladu réwnan trzecie rownanie
i rozwiazemy je.

16¢* +100c + 24 —4c* —12c —c—3 =0
12¢® +87c+21=0]: 3
4 +29¢+7=0
A =29 112 =841 — 112 =729 = VA = 27
c=—Tlubec= —%
e JeSlic=—-Ttoa=—-1ib=—4.
Liczby —1, —4, —7 tworzg ciag arytmetyczny o roznicy —3.
Rozwigzywane rownanie ma postac:
Tr? — 29z +4=0
Wyznaczamy pierwiastki rownania.
A=T29=vA=27
T = % lubzx =4
o JeSlic = —%toa: %ib: %.
Liczby 2, 11— tworzg cigg arytmetyczny o roznicy —3.
Rozwigzywane rownanie ma postac:
23z — 103z + 44 =0

Wyznaczamy pierwiastki rownania.

A = 6561 = VA = 81
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Odpowiedz:

Rozwigzaniami rownania sg liczby % i4lub % i4.

Rozwigzemy teraz rownanie stopnia trzeciego z parametrem, wykorzystujac wlasnosci

ciggu arytmetycznego.

Przyktad 3

Znajdziemy taka warto$¢ parametru m, dla ktorej rozwigzaniami réwnania
z3 — mx? — 4z + 4m = 0 sg trzy rozne liczby, bedgce kolejnymi wyrazami ciggu
arytmetycznego.

Rozwigzanie:

Aby rozwiaza¢ réwnanie z® — ma? — 4z + 4m = 0, rozktadamy rownanie na czynniki.
z2(x —m) —4(x —m) =0

(22 —4)(z —m) =0

Zapisujemy rownanie w postaci rownowaznej alternatywy.

r? —4=0lubz —m=0

rT=2lubz = -2lubz =m

Aby wyznaczy¢ liczbe m rozpatrzymy nastepujace przypadki.

Kolejne wyrazy ciggu: —2, 2, m. Rdznica ciggu: r = 2 — (—2) = 4, stad
m=2+4=6.

Kolejne wyrazy ciggu: m, 2, —2. Ro6znica ciggu: r = —2 — 2 = —4, stad
m=2+4=6.

Kolejne wyrazy ciggu: —2, m, 2. Ze zwigzku miedzy wyrazami ciggu arytmetycznego:
m = % = 0.

Kolejne wyrazy ciggu: 2, m, —2. Ze zwigzku miedzy wyrazami ciggu arytmetycznego:
m = =22 = (.

Pozostate dwa przypadki pozostawiamy Ci do rozpatrzenia.

Odpowiedz:

Dlam = 0lub m = 46 rozwigzaniami rownania 3 — mz? — 4z + 4m = 0 sg kolejne
wyrazy ciggu arytmetycznego.



W nastepnym zadaniu rozwigzemy uktad rownan z trzema niewiadomymi. Aby uproscic
zapis rozwigzania, nie bedziemy przepisywac catego uktadu réwnan, ale postgpimy
w sposob ,kombinowany” - taczac parami rownania uktadu.

Przyktad 4
Okreslimy, dla jakich wartos$ci parametru m rozwigzaniem uktadu réwnan

mr+y+z=0
r—y+2=2,5
2 —y+z2z="7

sa liczby z, y, z tworzace w tej kolejnosci ciagg arytmetyczny.
Rozwigzanie:

Aby rozwigza¢ uklad rownan

mr+y+z=0
T—y+z2=2,5
2 —y+2=17

z drugiego rownania uktadu wyznaczamy —y + z i podstawiamy do rownania trzeciego,
z ktorego wyznaczamy .

—y+z2=2,5—=
20 —y+2="T7
20 +2,5—x =7
x=4,5

Poniewaz liczby z, y, z tworza ciagg arytmetyczny, zatem z zalezno$ci miedzy trzema
kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego wynika, ze

4
Y= ’52+Z :
Zatem
z=2y—4,5.

Wyznaczone z wstawiamy do drugiego z réwnan uktadu i wyznaczamy y.
cT—y+z2=2,5

4.5—-y+2y—4,5=2,5




y=2,b

Obliczamy teraz trzecig niewiadoma.

z=2y—4,5

2=2-2,6—-4,5=0,5

Wreszcie podstawiamy wyznaczone liczby do rownania pierwszego i obliczamy m.
mr+y+z=0

4,5m +2,5+0,5=0

m=-3

Odpowiedz:

Rozwigzania rozwazanego ukladu rownan tworzg cigg arytmetyczny dlam = — %

W ostatnim przyktadzie rozwigzemy nierownos¢, pamietajac o dziedzinie ciggu
arytmetycznego.

Przyktad 5

W nieskonczonym ciggu arytmetycznym (a,,) suma pierwszego i trzeciego wyrazu jest
rowna 2, a iloczyn wyrazu pierwszego i czwartego jest rowny 1. Znajdziemy wartos¢
liczby m, dla ktorej

a1+ as+as+...+a, <60
Rozwigzanie:

Oznaczmy:
r - roznice ciggu (a,).

Wtedy
as =ai+2rias = a1 + 3r
Na podstawie tresci zadania, zapisujemy uktad roéwnan.

a1 +az3 =2
ai-aqg =1

ai1+ai1 +2r =2
ai-(a1+3r)=1



javascript:void(0);

a;+r=1
ai- (a1 +3r)=1

Rozwigzujemy uktad rownan metoda podstawiania.
r=1—a
{2a12 —3a;+1=0
Drugie rownanie ukladu jest rownaniem kwadratowym - rozwigzemy je.
A=9-8=1
o =3t =1luba =3 =1
e Jeflia; =L+ tor=1ia,=5+(m-1)- 3 = 3m.
Rozwigzujemy nierownos¢
air+a2+az3+...+an <60

Lewa stron¢ nieréwnosci przeksztatcamy, korzystajgc ze wzoru na sume kolejnych
poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego.

1 m

22 m <60
m2+m —240 <0

A =961 = VA =31

m=-16<0
lub
m =15

Nieréwno$¢ jest spetniona dlam € (—16, 15).

Jednak wiemy, ze m jest liczba naturalng dodatnig (gdyz a,, jest wyrazem ciggu
arytmetycznego).

Stadm =1,2,3,..., 14

e JeSlia; =1tor=0ia, = 1.
Rozwigzujemy nier6wnos¢
a; +ay+as3+...+a, <60

m-1 <60



m < 60

Poniewaz m jest liczbg naturalng dodatnig, wiecm =1, 2,3, ..., 59.
Odpowiedz:
Jesli pierwszy wyraz ciggu jestrowny 1+ tom € {1, 2, 3, ..., 14}.

Jesli pierwszy wyraz ciggu jest rowny 1, tom € {1,2,3,...,59}.

Stownik
ciag arytmetyczny

ciggiem arytmetycznym nazywamy ciag liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego

liczby r, zwanejroznica ciaggu



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja pokazujaca zastosowanie wzoru na sume n wyrazoéw ciggu
arytmetycznego w rozwigzywaniu réwnan i nierdwnosci. Sprébuj najpierw samodzielnie
rozwigzac zadania, a nastepnie poréwnaj je z zawartymi w animacji.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DkNB8u0d6

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej zastosowania ciggu arytmetycznego.

Polecenie 2

lle co najmniej liczb naturalnych dodatnich podzielnych przez 3 nalezy doda¢, aby otrzymana
suma byta wieksza od 3007



https://zpe.gov.pl/a/DkNB8u0d6

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Lewa stronaréwnanial +4+ 7+ ...+ x = 117 jest suma poczatkowych kolejnych
wyrazow pewnego ciggu arytmetycznego. lle wyrazéw ciggu dodano? Zaznacz poprawng
odpowiedz.

O 27
O 9
O 52

(O 53

Cwiczenie 2 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Lewa strona nierownoscil +5+ 9 + ...+ x < 153 jest
suma poczatkowych kolejnych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,).
Liczbe £ mozna dlan € N zapisa¢ w postaci:

() 4n -3
(O 4n-1

() 3n+1

O n+4



Cwiczenie 3 @

Rozwiazaniami réwnania mz> — (2m + 1)z? + (2 — 3m)z + 3 = 0, gdziem # 0 sa trzy
kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego.
Uzupetnij zdania, przeciggajac odpowiednie liczby.

Dla m = 1 rozwigzaniami rownania s liczby, zapisane od najmniejszej do najwiekszej:

DIEE BB

Cwiczenie 4

Lewa stronaréwnaniab + 7+ 9 + ... + = 3840 jest suma kolejnych wyrazéw ciggu
arytmetycznego (a,,), gdzien € N,.
Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Liczba z jest mnigjsza od 100.

(] Liczbe z mozna zapisa¢ w postaci 2n + 3.

[ ] Liczba z jest wieksza od 150.

(] Dodano 60 wyrazéw ciagu.



Cwiczenie 5

Ciag arytmetyczny (a,,) okreslony jest wzorem a,, = 4n — 3. Dla jakich wartosci liczby n
suma kolejnych poczatkowych wyrazéw ciggu jest wieksza od 1907?
Uzupetnij rozwigzanie zadania, wpisujgc odpowiednie liczby.

a =| |

a = | |

r=| |

Sn:w-n—‘ n?—n
2n* —n > 190

2n2—n—‘ ’>0

A= r

n:—9,5lubn:‘ ’

n=(—00; —9,5)U(| : 00)in € N,
Odpowiedz: n :‘ , 12, 13,
Cwiczenie 6

Znajdz taka liczbe m, dla ktorej liczby z, y, 2z, w tej kolejnosci, tworza ciag arytmetyczny.
x+y+mz=18
T—Yy+z=2
xr+y—2=0

Whpisz prawidtowe liczby.

Odpowiedz: m :‘ ’dla x =\
].

Cwiczenie 7 @

Dany jest ciag arytmetyczny (ax) taki, ze a1 = log, v/z, az = 1 + log, =, a3 = 0,5 + log, 3

, gdziex > 0.

Wyznacz liczbe y taka, ze a1 + a2 + . .. + y = 105, gdzie lewa strona réwnania jest suma
kolejnych wyrazdéw ciagu (ay).



Cwiczenie 8 @

Suma pierwszych pieciu wyrazéw ciggu arytmetycznego jest réwna pierwiastkowi rownania
(0, 2)4*33” = 522+l Czwarty wyraz ciagu jest réwny %. Znajdz wyraz ogdlny ciagu.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie ciggu arytmetycznego w rozwigzywaniu roéwnan i nieréwnosci
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VI. Ciagi.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) oblicza wyrazy ciagu okreslonego wzorem ogolnym;

5) stosuje wzor na n—-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciaggu arytmetycznego;

7) wykorzystuje wiasnosci ciggow, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwigzywania zadan, rowniez osadzonych w kontekscie praktycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

e powtarza i rozwija umiejetnosci zwigzane z zastosowaniem ciggoéw arytmetycznych

 stosuje w obliczeniach poznane wzory zwigzane z ciggiem arytmetycznym

e buduje model matematyczny problemu zwigzanego z zastosowaniem sumy wyrazow
ciggu arytmetycznego w rozwigzywaniem rownan i nierownosci

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

e rybki w akwarium
e pracaz ekspertem

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

« komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. W domu wybrana grupa uczniow - ekspertéw - miata za zadanie przygotowanie mini
wystgpien majacych na celu przypomnienie wzorow, twierdzen zwigzanych z ciggiem
arytmetycznym.

2. Poczatek zajec¢ jest prowadzony metodg ,rybki w akwarium”. Uczniowie przystuchuja
sie dyskusji (wzbogaconej prezentacjami) prowadzonej przez uczniow - ekspertow,
przypominajgcej najwazniejsze sposoby rozwigzywania zadan zwigzanych z ciggiem
arytmetycznym.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w matych grupach. Pod kierunkiem ekspertéw zapoznaja si¢
z treSciami zapisanymi w sekcji ,Przeczytaj’ oraz z animacja i rozwigzujg ¢wiczenia
interaktywne.

2. Podsumowaniem tej czesSci zaje¢ jest opracowanie i rozwigzanie przez kazdg grupe
zadania pokazujgcego zastosowanie wiadomosci zwigzanych z ciggiem arytmetycznym
w rozwiazywaniu rownan, nierownosci lub uktadow réwnan.

3. Kazda z grup prezentuje swoje zadanie na forum klasy.

Faza podsumowujaca:

1. Eksperci omawiaja prace grup, ktorymi kierowali, wskazany przez nauczyciela uczen
przedstawia krotko najwazniejsze elementy zaje¢, poznane wiadomosci, uksztattowane
umiejetnosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup.



Praca domowa:

Zadaniem ucznia jest wymysSlenie i rozwigzanie zadania tekstowego zwigzanego
z rozwigzywaniem ukladu réwnan z wykorzystaniem ciggu arytmetycznego.

Materialy pomocnicze:
Ciagi - suma wyrazow ciggu arytmetycznego
Wskazowki metodyczne:

Animacje¢ mozna wykorzysta¢ w tematach zwigzanych z suma ciggu arytmetycznego.
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