Logarytm poteg]
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Zrédto: Sandid, dostepny w internecie: www.pixabay.com.

Jaka jest najwieksza liczba, ktora znasz? Przypomnij sobie wszystkie artykuty, informacje,
filmy, wiadomosci internetowe czy telewizyjne jakie pamietasz, w ktorych byta
zamieszczona taka liczba. W jaki sposob byta zapisana? Jakg wielkos¢ wyrazata?

Najwieksza liczbg uzyta w twierdzeniu
matematycznym jest liczba Grahama,
nazwana od jej tworcy Ronalda Grahama.
Graham wymyslit jg jeszcze na dtugo przed
Twoim urodzeniem, bow 1971 r.

Liczba ta wigze si¢ z gobrnym oszacowaniem
rozwiazania jednego z problemow teorii
grafow. Jest to tak ogromna liczba (potega
potegi potegi potega ...), ze do jej zapisu uzyto
specjalnej notaciji, tzw. notacji strzatkowej (na
czym polega ta notacja pozostawiam Twojej
dociekliwosci). Liczba Grahama zapisana

w tej notacji wynosi Ggq.




W tym materiale niestety nie bgdziemy Zrédto: Cheryl Graham, dostepny w internecie:

. , . . . . 1. . . commons.wikimedia.org, licencja: CC BY-SA 3.0.
zajmowac si¢ az tak duzymi liczbami (i
stosowac notacji strzatkowej!), ale zapoznamy
sie z mozliwos$ciami zapisu logarytmow poteg (a wiec i bardzo duzych liczb) w prostszych
postaciach, a zatem i tatwiejszych do obliczen.

Twoje cele

o Udowodnisz wzor na logarytm potegi.

» Zastosujesz wzor na logarytm potegi przeksztalcajgc wyrazenia arytmetyczne.

e Zapiszesz logarytm pierwiastka w postaci iloczynu liczby wymierneji logarytmu.

e Zapiszesz iloczyn liczby wymiernej przez liczbe zapisang za pomoca logarytmu,
w postaci logarytmu potegi.




Przeczytaj

Podamy teraz i udowodnimy twierdzenie o logarytmie potegi bardzo przydatne
w obliczeniach, szczegélnie w naukach technicznych i w astronomii, gdzie czesto zachodzi
konieczno$¢ potegowania duzych liczb.

We wszystkich obliczeniach w tym materiale uwzglednia¢ bedziemy zatozenia wynikajace

z definicji logarytmu - podstawa logarytmu musi by¢ liczbg dodatnig, r6zng od jednosci, liczba
logarytmowana musi by¢ dodatnia. Pamieta¢ bedziemy réwniez, ze wyrazenie 0° jest
nieoznaczone.

Twierdzenie: Twierdzenie o logarytmie potegi
Jezeli a jest liczba dodatnig, r6zna od 1, liczba z jest liczbg dodatnig i p € R, to:
log, ¥ = p-log, x
Dowéd
Zalozenie:
a > 0,a # 0 - podstawa logarytmu,
x > 0 - liczba logarytmowana,
p € R - wykladnik potegi.
Teza:
log, 2’ = p-log,
Dowéd
Oznaczmy: log, x = k.
Z definicji logarytmu wynika, ze:
z = a*
Podnosimy obie strony zapisanej rownosci do potegi p.
P = (ak)p
kp.

Z twierdzenia o potedze potegi wynika, ze (a*)” = a

Stad:

xzP = kP



javascript:void(0);

Zatem k - p jest wyktadnikiem potegi, do ktérej nalezy podnie$¢ a, aby otrzymac x?. Czyli:
log,2? =k-p=p-k
Zastepujemy liczbe k odpowiednim logarytmem. Otrzymujemy teze:
log, ¥ = p-log, x

Co konczy dowod.

Mozemy powiedzie¢: przy podstawie dodatniej i r6znej od 1 logarytm potegi liczby
dodatniej jest rowny iloczynowi wykladnika potegi i logarytmu tej liczby przy tej samej
podstawie.

Zauwazmy, ze prawdziwy jest tez wzor odwrotny.
p - log, x = log,
Przyktad 1
Zapiszemy podane logarytmy poteg w postaci iloczynu liczby wymierneji logarytmu.
log, 77 =9 -log, 7
log, (53 . 52) = log3 5° = 5-log; 5

logy, 87! = —log; 8

e

log 5107 = £ -log 10
Wazne!

W przypadku, gdy wyktadnik potegi liczby logarytmowanej jest liczbg naturalng wieksza
badz réwng 2, wykladnik ten zwyczajowo oznacza si¢ n.

Wzor zapisany w twierdzeniu o logarytmie potegi mozna wowczas zapisa¢ w postaci:
log, 2™ = n-log, x

Przyktad 2

Zapiszemy podane liczby bez uzycia logarytmow.

log, 23 =3-log,2=3-1=3

log 100'%° = 100 - log 10 = 200 - log 10 = 200 - 1 = 200

log; 12572 =logs 5 %= —6-1= —6

Przyktad 3




Zapiszemy kazdy z iloczynow w postaci logarytmu potegi, a nastepnie w postaci logarytmu
pewnejliczby.

3-log5 = log 5% = log 125

2 - logs 4 = logs 4*> = log; 16

—5 - log,; 2 = log, 27° = log; ?%2

Wiemy, ze obliczanie pierwiastka stopnia n (n - liczba naturalna taka, ze n > 2) liczby
dodatniej jest szczegdlnym przypadkiem potegowania.

Prawdziwa wigc jest podana nizej wersja twierdzenia o logarytmie potegi.
Twierdzenie: Twierdzenie o logarytmie pierwiastka

Jezeli a jest liczba dodatnig, rozng od 1, liczba z jest liczba dodatnig i n jest liczba naturalng
taky, ze n > 2, to:

log, ¢z = L -log, @
Przyktad 4
Zapiszemy podane liczby bez uzycia symbolu pierwiastka.
logy, \/§ = % -logy; 8

log3\?’/8_1:%-log381:%-4:

ol

0g, Y8 =} logy 8 = 43 = §
Przyktad 5

Zapiszemy podane liczby w postaci logarytmu pierwiastka.
% -log 5 = log V5

2 .log, 10 = % - log, 10% = log, ¥/100

—% -log 7 = log 77 = log \/(%)3
Zastosujemy teraz poznane twierdzenia do przeksztalcania wyrazen arytmetycznych.
Przyktad 6

Zapiszemy kazde z wyrazen w najprostszej postaci. W tym celu skorzystamy réwniez
z twierdzen o logarytmie iloczynu i logarytmie ilorazu.

6 -log2v/5 — 2 -log 2 = log 890 = 10g 2000 = log(2 - 1000) = log 2 + log 1000 = log 2 + 3




2 -10g44\/§— % -log, 9 = log, % = log, 16 = 2

logy 22 + 1 - log;, 36 — log;, 2 = log;y (%) =log, 12 =1

Przyktad 7

Znajdziemy liczbe x takg, ze 1 — 3 - log 3 + log x? + log 54 = 3 — % -log 16 + log x.

Zapisujemy liczby 1 i 3 za pomoca logarytméw oraz liczbe (3 - log 3) za pomoca logarytmu
potegi.

log 10 — log 3 + log 2% + log 54 = log 1000 — log 2 + log

Zapisujemy wyrazenia z niewiadomg po lewej stronie rownosci. Pozostate wyrazenia
zapisujemy po prawej stronie rOwnosci.

2-logz — logz = log 1000 — log 2 — log 10 + log 3% — log 54

Korzystamy z twierdzenia o logarytmie iloczynu i z twierdzenia o logarytmie ilorazu.

log x = log ;9?8_’31
logz = log 25

Porownujemy liczby logarytmowane - korzystajgc z roznowartosciowosci funkcii
logarytmiczne;.

r =25

Liczba 25 jest dodatnia (liczba logarytmowana musi by¢ dodatnia), zatem spetnia warunki
zadania.

Odpowiedz:

Szukana liczba to 25.

Przyktad 8

Wiedzac, ze log, 3 = m obliczymy K = log, /13,5 + log, ¥/9.

Zapisujemy w pierwszym ze sktadnikow liczbe podpierwiastkowg w postaci utamka, ktory
nastepnie skracamy. W drugim sktadniku liczbe podpierwiastkowq zapisujemy w postaci
potegi.

K =log, %‘r’—i—logQS% = log, 277+%-log23

Zapisujemy logarytm ilorazu w postaci roznicy logarytmow.

Kzlogzx/ﬁ—log2\/§+%-log23



Poniewaz v/2 = 2%, V27 = 277 ilogy,2 =1, stad
K = %-10g227— % '10€22+% -log, 3 = % -log, 3° — % + % -log, 3
Podstawiajac log, 3 = m, otrzymujemy

— 3, 1 2 —9o9l, 1
K—2m 2—|—3m—26m 5

Stownik

twierdzenie o logarytmie potegi
jezeli a jest liczba dodatnig, r6zng od 1, liczba « jest liczbg dodatnigip € R, to:

log, ¥ = p-log, x




Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem samouczkiem. W zapisie i dowodzie twierdzenia o logarytmie potegi
uzyliSmy tu nieco innych oznaczen, niz w podobnym materiale w sekcji ,Przeczytaj”. Zastanéw

sie, dlaczego.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIEfX2uey

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacejlogarytmu potegi.

Polecenie 2

Wykaz, ze jezeli x, y sa liczbami dodatnimi, to log zy + (log z2y® — log m3y3) =0.


https://zpe.gov.pl/a/D1EfX2uey

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wiadomo, ze z, y to pewne liczby rzeczywiste dodatnie takie, ze
log z* — 2 -log zy + log y* = A. Liczba A zapisana w innej postaci to:

O 4-log(z —y)
(O log %y
O 2-logzy

O (logz? — log y2)2

Cwiczenie 2

Liczba K = 2 - log % — logg 23 + logg 371 jest réowna:

O —710g68




Cwiczenie 3

Uporzadkuj podane liczby od najmniejszej do najwiekszej.

b:10g2\/§+% - log, 2
t = log, v/81 — 2 - log, 7v/3
= log10% +log 1

a=2-log;,4v/3 — 4 -log,, 20

Cwiczenie 4

Zaznacz wszystkie rownosci prawdziwe.

) 2-log /6 — log 64 %:%-10g9—10g4
(] 2-logv/27 —3-log+v/32=3-log3+2-log?2
(] —2-1og2v2 + log 2® = log v/81 — log 32

() 3 .log16+3-log5 =3 -log10

Cwiczenie 5

Uzupetnij obliczenia, wpisujgc odpowiednie liczby.

log, (3 - logy 4 + log; \/E) = ‘ ’
2 - log, 2v/3 — log, 3 :‘ ’

3- log8\/2—|—05 logg 2 + logg v/8 ‘

2 - log; 625 — 4 -logs Vv/5 =| |

114

O

14

114



Cwiczenie 6

Potacz w pary réwne wyrazenia, wiedzac, ze a, b, ¢ to liczby dodatnie, rozne od 1.

2-10g\/§ logab — 2 -log+/c

log % log ab® + log v/c
0,5 - loga®bc 2 -log(a + ¢) + log(a + ¢)

log (a—l—c)3 2-log < +1logb

Cwiczenie 7

Umiesé liczby A, B, C, D, E, F' w odpowiednich polach.

Liczby wymierne

C =log?5 +1log?2+2-log5 - lo

E =2-log, \/§+0,2\/10g2 16 ’

D = log; 2522 — 2. log; L ’

Liczby niewymierne

B=0,2-log2+0,4-log4 -0,

F =2 -log; 5° — log; 83 ’

A= \/2-10g44\/§—3-10g42|

Cwiczenie 8

Wiadomo, ze log, 7 = a ilog, 3 = b. Wykaz, ze
3-10g2\3/E—|— % -logy 9 + % -logy 3 = 2a +b.



Cwiczenie 9

Oblicz.
3-logd =

() log7

O log64

(O log32

(O log12

Cwiczenie 10

Oblicz.
log, 81 =

O 3'10g24

() 4-log,3

(O 5-log,3

(O 3-log,3



Cwiczenie 11

Zaznacz, dla jakiej wartosci parametru b prawdziwa jest réwnosc 2 - logs b = 4.

O b=1

O b=2

O b=3

O b=9

Cwiczenie 12

Wskaz wyrazenia réwne log, 81.

3 ].Og44

4. 10g4 9

4 -log, 3

o o 0O 0O

2-log,9



Cwiczenie 13
Uporzadkuj podane logarytmy rosnaco.
3-log2
2.log4
3-log3
2-log3

3-log4

Cwiczenie 14

Uporzadkuj podane logarytmy malejgco
3 -logg3 + 2 -logg 2
log, (47)
logs (39)

log5 (55)

214

14

114

114

O

O

214

214

O



Cwiczenie 15
Potacz w pary logarytmy o tej samej wartosci.

logs 64
2 -logs 9

4-10g5\/§
2 -log; 4

Cwiczenie 16

Przeciggnij w puste w miejsca wtasciwe liczby

______________

..............

..............

______________

6] 4] 3 2]

6 - logs 2
2 -logs 3
4 -log; 2

log, 81



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Logarytm potegi

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy.

Uczen:

9) stosuje zwigzek logarytmowania z potegowaniem, postuguje si¢ wzorami na logarytm
iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

» udowadnia wzor na logarytm potegi

 stosuje wzor na logarytm potegi przeksztalcajac wyrazenia arytmetyczne

 zapisuje iloczyn logarytmu i liczby wymiernejw postaci logarytmu potegi

 laczy umiejetnosci z kilku dziatow matematyki, ustalajgc strategie rozwigzania zadania
logarytmicznego

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

» technika Ishikawy



e poréwnania binarne
e wyScig biedronek

Formy pracy:

e pracaw grupach
e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer
 kartony, mazaki

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie, pracujac w grupach, korzystajac z techniki Ishikawy przedstawiajg
graficznie zaleznos$ci miedzy definicjg logarytmu a poznanymi wzorami utatwiajgcymi
obliczenia logarytmiczne.

2. Przedstawiciele grup krotko przedstawiajg rezultaty prac grup.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ i wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach pracujg metoda poréwnan binarnych, starajgc si¢ na podstawie
znanych wzorow wyprowadzi¢ i uzasadni¢ wzor na logarytm potegi. Przy czym kazda
para powinna znalez¢ co najmniej dwa sposoby dojscia do celu i opracowac tabele
porownan tych sposobow.

2. Powypelnieniu tabeli, pary porownuja swoje zapisy z odpowiednimi zapisami w sekcji
»Przeczytaj’. I ewentualnie modyfikuja swoje ustalenia. Nastepnie analizujg przyktady
zapisane w sekciji ,Przeczytaj’ i filmie samouczku.

3. Ochotnicy przedstawiaja rezultaty swojej pracy - zwracaja uwage na popeinione btedy,
ale tez nieszablonowe pomysty, dzielg si¢ przemysleniami na temat trafnosci propozycii
twierdzenia i jego dowodow.

Faza podsumowujaca:

1. Podsumowaniem zajec¢ jest wyscig biedronek. Uczniowie pracujg nadal w parach,
rozwiazujac na przemian ¢wiczenia interaktywne. Kazda ,biedronka” posiada
poczatkowo 5 kropek. Jesli dobrze rozwigze zadanie, nie traci kropek, ale za kazde
btedne rozwigzanie traci jedng kropke. Uczniowie ktorzy po zakonczonym wyscigu
nadal posiadaja 5 kropek, mogg by¢ nagrodzeni dobrymi ocenami.



2. Koncowy element to refleksje nauczyciela na temat pracy uczniow i ocena prac grup.
Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest poszukanie w dostepnych Zrédlach informaciji na temat
zastosowania logarytmow w naukach przyrodniczych.

Materialy pomocnicze:
Dziatania na logarytmach - Przykiady
Wskazowki metodyczne:

Film samouczek jest dobrym materialem do krotkiego powtorzenia materiatu na poczatku
lekcji poswieconejzastosowaniu logarytmow w innych dziedzinach wiedzy.
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