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Rownosé¢ wielomianow

Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com.

Wielomiany to szczeg6lny przypadek funkcji - pojecia czesto pojawiajgcego sie
w matematyce szkolnej - to po prostu funkcje dane wzorem okreslonej postaci.

Co to znaczy, ze dwie funkcje sga rowne? Jesli obie zapiszemy po prostu tym samym wzorem,
to rownos¢ jest oczywista - jasne jest, ze jezeli f(z) = g(z) = 1 + £ to funkcje rowne. Ale
juz rownosé funkeiji f(z) = Va2 i g(z) = || nalezatoby uzasadni¢, na przyktad poréwnujac
dziedziny obu funkciji i ich wartosci dla wszystkich argumentow.

Co zatem oznacza, ze wielomiany sg rowne? Intuicyjnie wydaje si¢ to raczej oczywiste. Ale
jak zdefiniowac¢ to formalnie?

Twoje cele

» Poznasz formalnie okreslong definicje rownosci wielomianow jednejzmienne;j.

o Okreslisz, w jakich przypadkach wielomiany zapisane wzorami z parametrem moga
by¢ rowne.

o Wykorzystasz porzagdkowanie wielomianow do zweryfikowania rownosci

wielomianow zapisanych w roznych postaciach.



Przeczytaj

Definicja: Wielomiany rowne

Wielomiany W (x) i P(x) sg wielomianami rownymi wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
x € R spelniony jest warunek:

Rownos¢ wielomianéw W (x) i P(z) mozna rownowaznie sformutowac nastepujaco:
« Wielomiany W (z) i P(z) sg tego samego stopnia.

» Wielomiany W (z) i P(z) maja po uporzadkowaniu rowne wspotczynniki przy

odpowiednich potegach niewiadomej x.
Ponizsze wielomiany sg wielomianami rownymi:
. W(z) = (2z —3)°

o P(z) = z[z(8z — 36) + 54] — 27

o Q(z) =8z — 36x2 + b4z — 27

Czestym typem zadan, w ktorych rozwigzywaniu wykorzystuje si¢ rownos¢ wielomianow, sg
zadania z parametrami.

Przyklady ponizej pokazujg metody rozwigzywania tego typu zadan.
Przyktad 1

Dane sg wielomiany W (z) = 2z3 + az? + bz + 30 oraz Q(z) = (z — 2)(z + 3)(cz + d).
Dla jakich warto$ci parametréw a, b, ci d sg to wielomiany réwne?

o Przedstawmy wielomian Q(x) w postaci sumy:

« Qz)= (22 + 2 —6)(cx+d) =
= cz® + cx? — 6¢cx + dz? + dr — 6d =
=cz3 + (c+ d)z? + (d — 6¢c)z — 6d

7 poréwnania wspotczynnikow przy z3 wiemy, ze ¢ = 2.

Z poréwnania wyrazow wolnych wiemy, ze —6d = 30, wiec d = —5.

Z poréwnania wspotczynnikow przy z2 mamya = ¢+ d = —3.
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e Z poréwnania wspotczynnikow przy x uzyskujemy b = d — 6¢c = —17.
Przyktad 2

Dla jakich wartosci parametru m wielomiany

F(z) = (2m® — 2m — 12)2° — ma® + (3m® + 156m + 18)x

i G(z) = (3m? — 3m — 18)z® — ma® + (4m? + 9Im + 2)z

sg wielomianami rownymi? Jakiego stopnia wielomian wtedy uzyskamy?

« Poréwnajmy wspotczynniki przy z°:
e 2m* —2m — 12 = 3m® — 3m — 18.

« Po uproszczeniu uzyskujemy réwnanie kwadratowe —m? + m + 6 = 0, ktére ma
dwarozwigzania:m = —2 V m = 3 - tylko dla tych dwoch wartosci m
wspotezynniki przy z° beda réwne.

« Wspotczynniki przy z* w obu wielomianach s3 jednakowe.

» Pozostalo jeszcze przeanalizowanie wspotczynnikow przy . Mozna je porownac
(podobnie jak wspoétczynniki przy z°) albo po prostu podstawi¢ m = —2 V m = 3 -
co moze by¢ szybsze.

e Dlam = —2 mamy 3m? + 15m + 18 = 0i 4m? + 9m + 2 = 0 - czyli wielomiany
beda rowne.

o Dlam = 3 mamy 3m? + 15m + 18 = 90 oraz 4m?* + 9m + 2 = 65, czyli wielomiany
nie sa rowne.

« Podsumowujgc: F(z) i G(x) sa wielomianami rownymi dla m = —2.

« Wtedy wspoétezynnik przy z° wynosi 0i F(z) = G(z) = 223 jest wielomianem
trzeciego stopnia.

Stownik
rownos¢ wielomianow

wielomiany W (z) i P(x) s wielomianami rownymi wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
x € R spetniony jest warunek:

réownos¢ wielomianow W(z) i P(z) mozna rownowaznie sformutowa¢ nastepujaco:

 wielomiany W (x) i P(x) sa tego samego stopnia;




 wielomiany W (z) i P(z) maja po uporzadkowaniu rowne wspotczynniki przy
odpowiednich potegach niewiadomej x

wielomian

wyrazenie, ktore jest sumg jednomianow (lub jednomianem);
wielomian mozna zapisa¢ w postaci

W(z) = anz" + ap_12" '+ ap_ox™ 2 + ... + asx® + a1z + ag
wyraz wolny wielomianu

sktadnik wielomianu, w ktorym nie wystepuje niewiadoma



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1
Dane sa wielomiany W (z) = (3z% + az + b)2 oraz P(z) = 9z* + 1223 + cx? + dz + 25.

Dla jakich wartosci parametréow a, b, ¢, d wielomiany te sg rowne?

e Ponizsza prezentacja pokazuje, jak mozesz to sprawdzic¢.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D8GpP9mwe

Polecenie 2

Wiadomo, ze wielomiany W (z) = (mz — n)® oraz P(z) = pz® + gz® + 25z + 125 s3
wielomianami rownymi. Ustal wartosci parametréow m, n, p oraz q.



https://zpe.gov.pl/a/D8GpP9mwe

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & @

Cwiczenie 1 o

3

Dany jest wielomian W (z) = 3z° — 222 — 3z + 2. Wskaz wszystkie wielomiany, ktore sa réwne

wielomianowi W ().

() G(z) =3z(z —1)* + (z — 3)* + 322 — 11
() V(z)=3z(x—1)*+ (x — 3)* + 322 -7
() F(z)= 3z —2)(z—1)(z+1)

() P(z) = z[e(3z —2) — 3] +2

0 Q@) =3(e-3)(="-1)

Cwiczenie 2 ¢

Uzupetnij brakujace wspotczynniki tak, by P(x) i Q(x) byty wielomianami réwnymi.

P(z) = (z>+] )2
Q(x) :‘ ’-m‘l—l—‘ ’-m?’ - 20x2—|—‘ ’m+‘
Cwiczenie 3

Dane s3 wielomiany W (z) = 82° — 102? — z + 3 oraz P(z) = (az + b) (22 — = — 1). Ustal, dla jakich
wartosci parametrow a i b wielomiany te s réwne.

O O O O
I
T
|



Cwiczenie 4

Wielomian F(z) = (q2 —4q+ 3)1:6 — (2q2 —2q— 12)w3 + (3q2 —12q + Q)x2 jest rowny

[a=2][a=1][g=1][a=0][g=3][a=-3][a=2]

Cwiczenie 5

Kazdy z wielomianéw po prawej stronie przypisz do réwnego mu wielomianu F(z) lub G(z).

F(z) = 162% — 3243 + 2422 — 8z + 1

16(? —2)° +8(a2 @) +1|

G(z) = 16z* — 64z + 9622 — 64z + 16

16(z — 1)*

16(c* — 42° + 62° — 4z +1) |

(2z —1)*

16(z? — 22)° + 32(2% — 22) + 16 ’

Cwiczenie 6
Znajdz pary wielomiandéw réwnych.

(3z —2)°
z((zx—3)z+3)—1
8x° — 362® + 54z — 27
z3 42
(2z + 3)(2® + 3z + 3)

(z+1)°

27x3 — 54x? + 36z — 8
x® — 322 +3z -1
z]z(8z — 36) + 54] — 27
2¢° + 92° + 152 + 9

2 +322+3zx+1

(a:+\3/5)<m2—:z:\3/§+€/1>



Cwiczenie 7 @

Dany jest wielomian W(ac) = (m2 — 3) . Czy jest on réwny ponizszemu wielomianowi?

0 — (932+2x\/§+3)-(m2—21
zt+9 . 62
(m—\/§>-<m+\/§> + (22 - 3)
Cwiczenie 8 @
Ustal, dla jakich wartoéci parametréw p i g wielomian W (z) = z* + px3® — 2% + gz + 1 jest kwadratem

innego wielomianu.
Rozwiaz zadanie na kartce i sprawdz odpowiedz.



Dla nauczyciela

Autor: Michat Niedzwiedz

Przedmiot: Matematyka

Temat: ROwno$¢ wielomianow

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy.

Uczen:

2) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jedneji wielu zmiennych.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

» sprawdza, czy dane wielomiany jednejzmiennejsa rowne;
e wyznacza wartosci parametrow, dla ktorych dane wielomiany sg rowne;
o wsrod wielomianow zapisanych w roznych postaciach wskazuje wielomiany rowne.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e praca z tekstem przewodnim;
e rozmowa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Prezentacja multimedialna”
i ¢cwiczenia interaktywne;



 dyskusja.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

» Uczniowie zapoznajq si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji ,,Przeczytaj”.
Faza wstepna:

1. Ustalenia celu lekciji i kryteriow sukcesu.

2. Prowadzacy prosi uczniow, aby zgtaszali swoje propozycje pytan do tematu. Jedna
osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty, a pozostaty
jakie$ wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach metoda tekstu przewodniego analizujg tresci z sekciji ,Przeczytaj”
Po zapoznaniu si¢ z kazdym przykladow zgtaszajg pytania i napotkane ewentualne
problemy, ktére omawiane sg na forum klasy.

2. Uczniowie zapoznajg si¢ z prezentacja multimedialng i samodzielnie rozwigzuja
polecenia z nig zwigzane.

3. Uczniowie wykonujg w grupach zadania numer 1-5. Nastepnie wybrana grupa
prezentuje swoje rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby uzupetnia informacije.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 6-8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Wyniki pracy
komentowane s3 przez nauczyciela po ich zakonczeniu.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekciji: ,R6wno$¢ wielomianow” i inicjuje krotka
rozmowe na temat zrealizowanych celoéw (czego uczniowie si¢ nauczyli). Na koniec

prosi chetnego ucznia o podsumowanie i - jesli to potrzebne - uzupeinia informacje.



Praca domowa:

Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadanie
analogiczne do ¢wiczenia 6 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nastepnie przesylajg je do siebie mailem,
rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:

» Jednomiany i sumy algebraiczne
o Dodawanie i odejmowanie sum algebraicznych

Wskazowki metodyczne:

« Nauczyciel moze wykorzysta¢ prezentacje multimedialng do pracy przed lekcja.
Uczniowie zapoznajg sie z jej trescig i przygotowujg do pracy na zajeciach w ten sposob,
zeby moc samodzielnie rozwigza¢ zadania.


https://epodreczniki.pl/a/jednomiany-i-sumy-algebraiczne/D7ha4GT6z
https://epodreczniki.pl/a/dodawanie-i-odejmowanie-sum-algebraicznych/DWbQTOsMS

