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Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

W tym materiale zajmiemy si¢ problemami prowadzacymi do rozwigzywania rownan
kwadratowych z parametrem. Przeprowadzimy analize potozenia wykresu funkcii
kwadratowejw zaleznosci od parametru wystepujacego we wzorze funkcji. Pokazemy
rowniez wykorzystanie rownan kwadratowych z parametrem w innych dziatach
matematyki — na przyktad w trygonometrii.

Twoje cele

e Znajdziesz wszystkie takie warto$ci rzeczywiste parametru, aby rozwigzania danego
rownania spelniaty okreslony warunek.

» Wyznaczysz takie warto$ci parametru, aby wykres funkcji kwadratowej spetniat
okreslony warunek.




Przeczytaj

Wzory Viete'a
Jezeli rownanie kwadratowe az? + bz + ¢ = 0, gdzie a # 0, ma pierwiastki x1, x5, to:
T+ Ty = —%
oraz
Ty Ty = <

a

Wzory Viete’a sg bardzo czesto wykorzystywane podczas rozwigzywania rownan
kwadratowych z parametrem.

W materiale wykorzystamy rowniez wiasnosci funkcji kwadratoweji jej wykresu.
Twierdzenie: Wspétrzedne wierzchotka paraboli

Parabola y = ax? + bz + ¢ (gdzie liczba a jest rozna od zera) ma wierzchotek
w punkcie o wspotrzednych:

P= 3
—A
9= 74
gdzie:
A =b? — 4ac.

Jezeli parabola ma wierzchotek w punkcie (p, q) to jej osia symetrii jest prosta = p.
Przyktad 1

Wykazemy, ze rownanie kz? + (k + 3)z + 3 = 0 ma rozwiazanie dla dowolnej wartosci
parametru k # 0.

kz? + (k+3)z+3=0
Aby rownanie kwadratowe miato rozwiazanie A > 0.
A=(k+3)°—4-k-3=K +6k+9—12k=Kk —6k+9=(k—3)°

k— 3) > 0dlak € R, bokwadrat liczby rzeczywistej jest zawsze nieujemny.
y yWISL€] | y Y.

Czylidlak € R\ {0} rownanie ma rozwigzanie.


javascript:void(0);

Przyktad 2

Dane s3 funkcje f(z) = z® + 41 g(x) = —3x? + 2pzx. Obliczymy, dla jakich wartoéci
parametru p parabole, bedace wykresami funkcji f(x) i g(z) przecinajg sie w jednym
punkcie, ktory znajduje si¢ w pierwszej ¢wiartce ukltadu wspotrzednych.

Rozwazymy réwnanie z2 + 4 = —32? + 2pz.
4 —2px +4=0

Aby réwnanie mialo jedno rozwiazanie A = 0.
A=(2p)°—4-4-4=14p> —64

4p> — 64 = 0

p?—16 =0

p=—4lubp=14

Dla p = —4 otrzymujemy:

4?2 —2- (—4)z+4=0

4z +8x +4 =10

2 +2x+1=0

(z+1)°=0

r=—1

Poniewaz pierwsza wspolrzedna punktu jest liczba ujemng, wiec punkt nie lezy
w pierwszej ¢wiartce uktadu wspotrzednych.

Dla p = 4 otrzymujemy:
422 —8x +4 =10
422 —8x +4 =10
2 -2x+1=0

(w—l)zzO



Poniewaz obie wspolrzedne punktu przeciecia wykresow sg dodatnie, oznacza to, ze dla
p = 4 punkt lezy w pierwszej ¢wiartce ukltadu wspotrzednych.

Przyktad 3

Obliczymy, dla jakich wartosci parametru z funkcja f(z) = 2z + (z — 1)z + z przyjmuje
najmniejsza wartos¢, ktora jest liczbg ujemna.

flz) =224+ (z— 1)z + 2
Funkcja kwadratowa przyjmuje najmniejszq warto$¢, gdy wspotczynnik a > 0.
Dla funkcji f mamya =2 > 0dlaz € R.

Funkcja kwadratowa przyjmuje najmniejszg warto$¢ w wierzchotku paraboli, bedace;j
wykresem funkcj.

Czyli ¢ = jl—aA jest najmniejsza wartos$cia funkciji f.

A=(z-1)°-4-2.2=22—22+1—-82=2>—10z+1

_ —(-10241)  —(2*—102+1)
9= 12 - 8
. y . I . —(22—102+1)
Najmniejsza wartos¢ funkcji f bedzie liczba ujemng dla ———5—= < 0 | - (—8).

2 —10z+1>0
A,=100—4-1=96

VA, =96 =166 = 4/6
z1:w_TM=5—2\/E

7= W6 _ 54 9./6

z € (—oo, 5—2\/6)U(5+2\/6, oo)
Przyktad 4

Dla jakich wartosci parametru k rownanie 2 + (k — 1)z + 2k — 1 = 0 ma dwa
rozwigzania takie, ze jedno jest sinusem a drugie jest cosinusem tego samego kata?

Niech x1 = sin o, x3 = cosa.

Rozwigzemy uktad warunkow:



1. A>0
2. a:%—f—w%:l

1. Wyr6znik trojmianu kwadratowego ma by¢ liczbg nieujemng, poniewaz rownanie moze
mie¢ podwojny pierwiastek (sin « i cos a bedg przyjmowaty takg sama wartosc).
A=(k-17—-4-2k—1)=k —2k+1—8k+4=Fk —10k+5
A>0< Kk —10k+5>0

Ay = (—10)> —4-5 =100 — 20 = 80

VAL =45

k=005 — 595

ky = B 54 90 /5

ke (—oo, 5—2v5>U <5+ 25, oo)

2. Aby zachodzity warunki zadania musi by¢ spetniona ,jedynka trygonometryczna”

2a=1

sin? a + cos
w%—l—xgzl
(21 + 9)? — 2m1 - 35 = 1
(k—172-2-2k—-1)=1
kK —6k+2=0
A=36—-4-2=28

VA =28 =27

S N SN <_oo, 5—2v5 > U < 5+ 2V5, +<>0)
ky = 6+§f7 =34+V7¢ (_oo, 5—2v5>U<5+2V5, OO)

Zatem nie istnieje warto$¢ parametru k dla ktérej rownanie ma dwa rozwigzania takie, ze

jedno jest sinusem a drugie jest cosinusem tego samego kata.

Stownik
wzory Viete'a
jezeli r6wnanie kwadratowe ax? +bx +c=0, gdzie a # 0, ma pierwiastki z1, x2, to:
r1+ a2 = —%
oraz
Tl T2 = o
jedynka trygonometryczna

2a=1

sin? a + cos
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Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z galerig zdje¢ interaktywnych i przeanalizuj sposéb obliczenia liczby rozwigzan
rownania dwukwadratowego z parametrem.

Polecenie 2

4

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie £* — 22+ 2m = 0 ma cztery rézne rozwigzania?



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1
Zaznacz poprawng odpowiedz. Dla jakiej warto$ci parametru m wykresy funkcji

f(z) = ‘(a: + 1)2 — 2‘ igle) = —(x+ 1)2 -+ m maja nieskonczenie wiele punktéw
wspolnych?

o O O
3
[

() m=-2

Cwiczenie 2
Przenie$ w wyznaczone miejsce odpowiednig liczbe.

Parabole y = 2+ 1i Y= —x2 + 2kax maja jeden punkt wspdlny, ktéry lezy w pierwszej

____________________

(o] [(1)[x][-va ][ v2]




Cwiczenie 3
Zaznacz poprawng odpowiedz. Osig symetrii paraboli y = z2 + bz + cjest 0§ Y. Zatem:

() b=0,ceR
O b=1,¢=0
(O beR,ceR

() b=1,c=1

Cwiczenie 4
Przenie$ w wyznaczone miejsce odpowiednia liczbe.

Dla jakich wartosci parametru z funkcja f(z) = (z — 2)z? +  — z przyjmuje najmniejsza

wartosc¢?

Cwiczenie 5

Réwnanie 22 + 4kz + k + 3 = 0 ma dwa dodatnie rozwigzania x; i z-. Potacz w pary
warunek z rozwigzaniem.

x1 - T >0 ke (-3, o0)
A>0 k € (—o0, 0)
a#0 ke (—o0, —3)U(l, +o0)

1+ x>0 keR



Cwiczenie 6
Wstaw odpowiednig liczbe.

Aby funkcja f(z) = (k:2 + 1)x2 + 4kx — 7 byta malejaca w przedziale (—oo, 1), a rosnaca

w przedziale (1, co) parametr k :‘

Cwiczenie 7 @

Zaznacz poprawng odpowiedz. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie
zt — 2% + (m + 1) = 0 ma cztery rézne pierwiastki?

m € (—1, 0o)

O O O
3
Mm
8
.Jilcj

O me(-1,-3)

Cwiczenie 8 O

Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby m € R wykres funkcji f(z) = (1 — m)z? + mz — 1 maco
najmniej jeden punkt wspdlny z osig X.



Dla nauczyciela

Autor: Jolanta Schilling

Przedmiot: Matematyka

Temat: Problemy prowadzace do rozwigzywania rownan kwadratowych z parametrem
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nierownosci. Zakres rozszerzony.

Uczen:

5) analizuje robwnania i nierownosci liniowe z parametrami oraz rownania i nierownosci
kwadratowe z parametrami, w szczegolnosci wyznacza liczbe rozwigzan w zalezno$ci od
parametrow, podaje warunki, przy ktorych rozwigzania majg zagdang wtasno$c¢ i wyznacza
rozwigzania w zaleznos$ci od parametrow.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

 znajduje wszystkie takie wartosci rzeczywiste parametru, aby rozwigzania danego
rownania spelnialy okreslony warunek

e wyznacza takie wartosci parametru, aby wykres funkcji kwadratowej speiniat okreslony
warunek

o dobiera model matematyczny do okreslonej sytuacji

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

» praca z tekstem
o dyskusja
e rozmowa nauczajyca z wykorzystaniem galerii zdje¢ interaktywnych

Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

o komputery z gtoSnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Uczniowie przypominajg sobie w grupach wiadomosci i umiejetnosci zwigzane ze
sposobami rozwigzywania rownan kwadratowych.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w grupach metodg odwroconejklasy. Najpierw wymieniaja si¢
wiadomosciami dotyczgcymi wyznaczania pierwiastkow rownania kwadratowego
z parametrem, ktore przygotowali w domu.

2. Teraz uczniowie pracujg w grupach 6 osobowych i omawiaja przykiady z sekcji
LPrzeczytaj.

3. Uczniowie ogladaja galerie zdje¢ interaktywnych i omawiaja jg wraz z nauczycielem.

4. Uczniowie podzieleni na grupy 6 osobowe rozwigzujg zadania interaktywne. Wspolnie
omawiaja odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Jako podsumowanie nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczace ¢wiczen
interaktywnych.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:



Uczniowie wykonujg Polecenie 2 umieszczone pod galeria.
Materialy pomocnicze:

Rownanie kwadratowe

Wskazowki metodyczne:

Przyklady zawarte w galerii zdje¢ interaktywnych uczniowie mogg potraktowac jako
material powtorzeniowy przed pracg klasowa. Mogg tez wykorzystac je jako wstep do zaje¢
zwigzanych z rozwigzywaniem nierownosci kwadratowych z parametrem.


https://epodreczniki.pl/a/rownanie-kwadratowe/D56nu3HrC

