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Zrédto: Nick Hillier, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Wiesz juz, ze wartoS¢ bezwzgledng liczby mozemy obliczy¢ korzystajac z definicji
geometrycznejlub algebraicznej. Znasz juz rowniez podstawowe wilasnosci modutu i wiesz
jak mozna je wykorzystac¢ przy rozwigzywaniu zadan.

W tym materiale zobaczysz, jak mozna jeszcze uzywac wiasnosci wartosci bezwzglednych.
Zapoznasz si¢ z przykladami, dzigki ktorym poznasz nowe metody ich wykorzystania.

Udoskonalisz rowniez nabyte wczes$niej umiejetnosci w przeksztalcaniu wyrazen
z warto$cig bezwzgledng liczby.

Twoje cele

» Zastosujesz definicje warto$ci bezwzglednejliczby podczas obliczenia warto$ci
wyrazen.

» Korzystajac z definicji modutu, uproscisz wyrazenia z wartoscig bezwzgledna.

» Korzystajac z wlasnosci modutu, uproscisz wyrazenia z warto$cia bezwzgledna.




Przeczytaj

Przypomnij sobie najpierw definicje algebraiczng wartosci bezwzgledniejliczby
rzeczywistej a.

la] = a, dlaa>0
= —a, dla a <0

Przyktad 1

Oblicz wartoS$¢ wyrazenia
a=|-5/+2:|-3| - 23]
Obliczamy najpierw wartosci modulow, ktore pojawity sie w przykladzie.
Korzystamy z definicji wartoSci bezwzglednejliczby rzeczywiste;j.
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Nastepnie, pamietajgc o kolejnosci wykonywania dziatan, obliczamy warto$¢ wyrazenia a.
a=5+2-5-25=5+3-25;=5+15—-25;=4

Przyktad 2

Oblicz warto$¢ wyrazenia

b= V3| -2v3-2v2+(-3)- |- (-v2)| - (-2)- |- (VB v2) |

Obliczamy najpierw wartosci modulow, ktore pojawity sie w przykladzie.

Ponownie korzystamy z definicji wartosci bezwzglednej liczby rzeczywiste;j.

V3| = v3

)=l v

Ostatnig warto$¢ bezwzgledna mozemy obliczy¢ dwoma sposobami.

I sposob




Doprowadzamy wyrazenie pod modutem do najprostszej postaci i okreslamy jego znak,
a nastepnie opuszczamy symbol wartosci bezwzgledne;.

-(v8-v2)|=|-vB+v2|=|v2-v3|=—(v2-V3) =v3 -2
o =]

V2 -3 <0

II sposo6b

Okreslamy znak wyrazenia pod modulem i opuszczamy symbol wartosci bezwzgledne;.

V3—-v2>0
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Teraz, pamie¢tajac o kolejnosci wykonywania dziatan oraz zasadach dodawania
i odejmowania pierwiastkow, obliczamy warto$¢ wyrazenia b.

b=v3-2v3-2V2+(-3) V2 +2 (V3-V2) =
=V3-2/3-2v2-3v2+2- (V3-V2) =
=—vV3-5v2+2v/3-2V2=v3-7V2

Pierwiastki, ktore maja taka sama liczbe podpierwiastkowa oznaczono takim samym
kolorem.

Wiasnosé: Wiasnosci wartosci bezwzglednej liczby rzeczywistej
Przypomnij sobie poznane wiasnosci wartosci bezwzglednej liczby rzeczywiste;.

Lla| >0,a e R
2.la| =|—al,a e R



3.va2 =|al,a e R
4.la-b=la|-|bl,a e RbER

5.4 = . ac R beR\ {0}

Przyktad 3
Zapisz wyrazenie |z — 1| + |z — 2| + 3 w najprostszej postaci, wiedzac, ze z < 1.

Okreslamy znak wyrazen znajdujacych sie pod symbolami wartosci bezwzglednej aby,
korzystajac z definicji, opusci¢ te symbole.

Mozemy to zrobi¢ nastepujaco:

1. Korzystamy z zatozenia:
<1

2. Odejmujemy od obu stron nieréwnosci 1, tak aby po lewej stronie nieréwnosci
otrzymac wyrazenie tozsame z tym, ktore znajduje si¢ w pierwszej wartosci
bezwzgledne;j.
r<1l|-1
z—1<0

3. OtrzymaliSmy nierownos¢, dzieki ktorej wiemy, ze wyrazenie znajdujace si¢ pod
pierwszym modutem jest ujemne, a zatem:
e —1|=—z+ 1.

4. Ponownie korzystamy z zalozenia
rz <1l

5. Tym razem od obu stron nieréwnosci odejmujemy 2, tak aby po lewej stronie
nierownosci otrzymac¢ wyrazenie tozsame z tym, ktore znajduje si¢ w drugiej
wartosci bezwzgledne;.
r<1|-2
rT—-2<-1<0

6. A zatem wyrazenie znajdujace si¢ pod drugim modutem jest rowniez ujemne, stad:
lx —2| = —z+ 2.

Zapisujemy wyrazenie | — 1| + | — 2| + 3 w najprostszej postaci, dla z < 1.

z -1+ |z —-2(+3=(—z+1)+(—2z+2)+3=—2+1-2+2+3=-22+6
Przyktad 4

Zapisz wyrazenie |z — 2| — 2 - |4 — z| — 4 w najprostszej postaci, wiedzac, ze x € (2, 4).

Okreslamy znak wyrazen znajdujacych si¢ pod symbolami wartosci bezwzglednej aby,
korzystajgc z definicji, opusci¢ te symbole.

Mozemy to zrobi¢ nastepujaco:



1. Korzystamy z zatozenia
2<x<A4.

2. OtrzymaliSmy nierownos¢, dzieki ktorej wiemy, ze wyrazenie znajdujgce si¢
w pierwszym module jest nieujemne, a zatem

lz—2| =2 — 2.
3. Ponownie korzystamy z zatozenia.
2<x</4

4. Tym razem, aby otrzymac¢ wyrazenie, ktore znajduje sie w drugiej wartosci
bezwzglednej, musimy dokonac przeksztatcen.
2 <z <4|-(—1) - mnozymy strony nieréwnosci przez (—1)
2> —x> -4
—4 < —x < —2 |44 - do stron nieréwnosci dodajemy 4:
0<—=x+4<2

5. A zatem wyrazenie znajdujgce sie w drugim module jest rowniez nieujemne, stad:
4—z|=4—=.

Zapisujemy wyrazenie |x — 2| + 2 - |4 — x| — 4 w najprostszej postaci, dlaz € (2, 4).
z—2|+2-4—z|—-4=(x—-2)+2-(4—z)—4=2—-2+8—-2x=6—=z
Przyktad 5

Zapisz wyrazenie |x — 2| — 2x bez uzycia symbolu warto$ci bezwzglednej, dla z € R.

W tym przykiadzie najpierw zapisujemy wyrazenie |z — 2| bez symbolu wartosci
bezwzglednejzgodnie z definicja modutu.

o — 2| = x — 2, dlax—22>0
|l —(z—-2), daz—-2<0’

czyli

o — 2| = x—2, dla z > 2
12—z, dlaz<?2

Zapisujemy wyrazenie |x — 2| — 2z bez uzycia symbolu warto$ci bezwzgledne;j.

l.dlaxz > 2

-2 -2z =2—2—-20=—x—2
2.dlax <2

e —2| -2z =2—2z—-20=2—-3z

Podsumowujac:

o — 2| — 2 = —x—2, dlaz>2
C12—-32z, dlaz<?2


javascript:void(0);

Przyktad 6

Zapisz wyrazenie |2z — 4| — |x — 5| bez uzycia symbolu warto$ci bezwzglednej, dla
z c R

Najpierw zapisujemy wyrazenia bez symbolu wartosci bezwzglednej zgodnie z definicja
modutu.

2 4 2x — 4, dla 2z —4 >0
€xr — =
—(2z—4), dla2z—-4<0’

czyli

2 4 = 20 — 4, dla z > 2
v 422, dlaz<?2

oraz

o5 = x — 9, dlax—5>0
v | —(z—5), dlaz—5<0’

czyli

o5 = xr—5, dlaxz>5
TTOT 5, dla 2<5

Mozemy wykonac¢ rysunek pomocniczy, na ktorym zaznaczymy znak wartoSci wyrazen
znajdujacych si¢ w modutach, w wyznaczonych wyzej przedziatach liczbowych.

|22 — 4 — + +

—5 _ _
} t ' =|a:= ‘: i O } } ( +
5 4 -3 -2 -1 0 1 2 5 6

A zatem:

1.Dlaz € (—oo, 2) mamy:

20 —4 < 0,wiec |2z —4| =4 —2ziz —5 < 0,wiec |z — 5| =5 — z.
2.Dlaz € (2, 5) mamy:

2¢ —4 > 0,wiec |2z — 4| =2z —4izx — 5 < 0,wigc|z — 5| =5 —=x.

3.Dlaz € (5, + o0) mamy:



20 —4 > 0,wiec |2z —4| =2z —4izx — 5> 0,wiec |z — 5| =z — 5.

Zapisujemy wyrazenie |2z — 4| — |x — 5| bez uzycia symbolu warto$ci bezwzgledne;j.
1.Dlaz € (—oo0, 2):

2z —4|—|z—5/=4—-2z)—(b—2)=4—-2x—5+z=—z— 1

2.Dlaz € (2, 5):

2z —4|—|z—5|=Q2z—4)—-(b—2)=2c—4—-5+x=3z—09.

3.Dlaz € (5, + o0):

2z —4|—|z—-5|=Q2z—4)—(z—5)=2z—4—-—z+5=z+1
Podsumowujac:

—zx —1, dla z € (—o0, 2)
2z —4| — |z —5|=<3z—9, dlaxec (2, 5)
z+1, dlaze€ (5 +o00)

Stownik
modut liczby rzeczywistej a

warto$¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej a



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadami przedstawionymi w materiale. Nastepnie wykonaj Polecenie 2.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DAdyMmVDX

Film nawigzujacy do treSci materiatu: "Przeksztalcenia wyrazen z wartoscig bezwzgledng".

Polecenie 2

Podane wyrazenia przeksztaté do najprostszej postaci. Uwzglednij warunek dotyczacy x.

aAW(z)=z—2-|z|+ Va2, dlaz >0

b) W(z) = 22, dlaz # —5

c)W(:c):\/(3—x)2—\/16—8x—|—a:2,dlazce(3, 4)


https://zpe.gov.pl/a/DAdyMmVDX

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O () @

Cwiczenie 1

Oblicz warto$¢ wyrazenia |4 — %‘ +3- ‘2 — %‘ — |—4].
Zaznacz prawidtowg odpowiedz.

O 4
O 3
O -3

O 12

Cwiczenie 2

Oblicz wartos¢ wyrazenia |\/§ — 1‘ + |—\/§| -3 |2 — \/§|
Zaznacz prawidtowg odpowiedz.

V2 -7
5v2— 7
—3v2 -7

V2-5

o O O O O

3v2 -7




Cwiczenie 3

Oblicz warto$¢ wyrazenia |1 — |2 — z| + |x — 3| — 2z dla danego .
Potacz odpowiednie pary.

x=1
r=-—2

=2
r=-3

Cwiczenie 4

Cwiczenie 5

Umies¢ odpowiednie wyrazenia we wtasciwych okienkach.

‘—m+6"m—6"w+6"x<—6”—:c—6Hw<6’

Cwiczenie 6



Cwiczenie 7

Okresl, ktére zdanie jest prawdziwe.

—5z—1, dla z > 4+
O 3— bz —4|= 0
Sr+7, dlaz<+
5z —7, dla z > 4
O |5z —4—3= 1=
1—5zx, dlax<%

Cwiczenie 8

Uporzadkuj wyrazenia w odpowiedniej kolejnosci.

............................ ,dlaz € (—o0,3)
2-|z=b|+[3—2| = < o ,dlaz € (3,5)
............................ ,dlaz € (5, +00)

—x+7
3z — 13

—3z + 13

O

O

214



Dla nauczyciela

Autor: Beata Wojciechowska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przeksztalcanie wyrazen z wartoScia bezwzgledna
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy.

Uczen:

7) stosuje interpretacje geometryczng i algebraiczng wartosci bezwzglednej, rozwigzuje
x+ 3| >4

réwnania i nieréwnosci typu: |z + 4| = 5, |x — 2| < 3,

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

» znai stosuje podstawowe wilasnosci wartosci bezwzglednejliczby rzeczywistej a
» korzystajgc z wlasnosci modutu, upraszcza wyrazenia z wartoscig bezwzgledng

Strategie nauczania:
» konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:

analiza przypadku

rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem medium bazowego i ¢wiczen interaktywnych
JIGSAW
dyskusja



Formy pracy:

e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego
e pracaw grupach

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Uczniowie beda pracowac¢ metoda JIGSAW.

Faza realizacyjna:

1. Pracujac w parach, uczniowie analizujg si¢ przyktady zawarte w czesci ,,Przeczytaj’
oraz w medium bazowym. Poréwnuja swoje notatki, dyskutuja nad watpliwoSciami.

2. Konsultujac z nauczycielem, uczniowie wykonujg polecenie umieszczone pod medium
bazowym.

3. Nauczyciel dzieli uczniéow na grupy 3 osobowe. Kazdy uczestnik grupy otrzymuje inne
zadania do rozwigzania (wybrane z ¢wiczen 1-8).

4. Po rozwigzaniu zadania uczniowie spotykajg si¢ w grupach, ktore rozwigzywaty to
samo zadanie. Omawiaja rozwigzania, wyjasniaja watpliwosci.

5. Nastepnie wracajg do poczatkowych grup i przedstawiaja rozwigzania innym cztonkom
grupy.

Faza podsumowujaca:

1. Jako podsumowanie nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczace ¢wiczen i wyjasnia
watpliwosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:
Uczniowie wykonuja pozostale ¢wiczenia.

Materialy pomocnicze:



Warto$¢ bezwzgledna - definicja
Wiasnosci warto$ci bezwzglednej

Wskazowki metodyczne:

Uczniowie mogg wykorzysta¢ przyklady zawarte w czesci ,,Przeczytaj” oraz medium
bazowym jako pomoc przy pracy w grupach na lekcji oraz do utrwalenia informacji w domu.


https://epodreczniki.pl/a/wartosc-bezwzgledna---definicja/DAizuKfKy
https://epodreczniki.pl/a/wprowadzenie/DjFx1se8u

