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Porzadkowanie wielomianow

Zrédto: caveman, dostepny w internecie: wallpapercave.com/, domena publiczna.

Znane s3 Ci juz pojecia wielomianu jedneji wielu zmiennych. Wiesz, co to jest stopien
wielomianu.

Wielomiany mozna zapisa¢ w roznej formie. Moga by¢ zapisane np. w postaci iloczynu,
moga by¢ sumami jednomianoéw. W réznych sytuacjach rézne sposoby zapisu mogg by¢
wygodniejsze. Gdy za pomocg wielomianow zapisujemy jakie$ wzory matematyczne czy
fizyczne, pozadany moze by¢ sposob zapisu ulatwiajacy zapamietanie wzoru.

W tym materiale zajmiemy si¢ gtownie porzagdkowaniem wielomian6éw zapisanych
w postaci sumy jednomianow.

Twoje cele

o Poznasz przyktady porzadkowania zarowno wielomianéw z jedng zmienng, jak
i wielomianow z kilkoma zmiennymi.

o Wykorzystasz sposoby porzadkowania wielomianow ze wzgledu na stopien
jednomianow sktadowych.

» Udoskonalisz umiejetnosci nabyte przy przeksztatcaniu wyrazen algebraicznych.



Przeczytaj

W kilku przyktadach pokazemy, jak mozna porzadkowac wielomiany kilku zmiennych
W(ZIZl, Ly eony LIZk)

Bedziemy przestrzegac nastepujacych zasad:

» Na poczatek zredukujemy wyrazy podobne.

» Dla kazdego jednomianu ustalimy jakiego jest stopnia, wyrazy wiekszego stopnia
umieScimy wczesniej, niz wyrazy mniejszego stopnia.

 Jesli dwa wyrazy beda tego samego stopnia, to wczesniej zapiszemy ten, w ktorym
wykladnik przy pierwszej niewiadomej (czyli w naszym przypadku ;) bedze wigkszy.

o Jesli wykladniki przy pierwszej niewiadomejbeda takie same, analogicznie porownamy
wykladniki przy drugiej niewiadomej itd.

Przyktad 1

Uporzadkujwielomian dwoch zmiennych

W(z,y) = (wy2)2az + (:vyz)zy + 2Py + 2yt + (asy)2 — 6zyyr+
+(zy)’y — 6% (zy)” + boya® — 122y - 3.

Upro$¢my wyrazy wielomianu:

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DT6tpnj2B

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy porzadkowania wielomianow.

Przyktad 2

Uporzadkuj wielomian trzech zmiennych P(a, b, c) = (a + b2)3 + (b + 02)3 + (c + a2)3.
o Przeksztal¢my najpierw wyrazenie (a + b2)3 uzywajac wzoru skréoconego mnozenia
na szescian sumy: (a + b2)3 = a® + 3a?b? + 3ab* + BS.
o UzyskaliSmy sume czterech jednomianow kolejno trzeciego, czwartego, piatego
i szOstego stopnia.
e Zauwazmy, ze szeScian (b + c2)3 mozemy rozpisa¢ analogicznie zastepujac
w poprzednim przykladzie a przez b oraz b przez c.
» Analogicznie mozemy postgpi¢ z szeScianem (c + a2)3.
e Podsumowujac:
P(a,b,c) = a® + % + c® + 3a’c + 3ab? + 3bc*+



javascript:void(0);
https://zpe.gov.pl/a/DT6tpnj2B

| +3a%b® + 3a’c® + 3’ +a® + b2 + &3

Porzadkowanie wielomianu kilku zmiennych z uwzglednieniem
cyklicznosci

W przypadku wielomianu z ostatniego przykladu sensowniejszy moze by¢ np. zapis

w kolejnosci

P(a,b,c) = a® + % + cb + 3ab* + 3bc? + 3ca++3a2b? + 3b%c? + 3c%a® 4 a® + % +
ktory uwzglednia pewien rodzaj cyklicznosci wyrazow wielomianu.

Ciekawostka

Wielomian W (z, y, z) nazywa si¢ wielomianem symetrycznym, gdy po dowolnym
przestawieniu kolejnos$ci zmiennych bedzie go mozna uporzadkowac do tej samej
postaci. Analogicznie mozna to pojecie okresli¢ dla innejliczby zmiennych.

Przyktad 3

Dany jest wielomian W (a, b) = a®b + ab®. Zauwazmy, ze W (b, a) = b*a + ba®, co mozna
uporzadkowa¢ do tej samej postaci jak wielomian W(a, b).

Wielomian W (a, b) jest zatem wielomianem symetrycznym.
Przyktad 4
Czy wielomian W (a, b, ¢) = a®b + b*c + c%a jest wielomianem symetrycznym?

 tatwo mozna zauwazy¢, ze W(a,b,c) = W(b,c,a) = W(c,a,b).

o Sprawdzmy W(a,c,b) = a’c + c*b + b%a.

o Zauwazmy, ze wielomianéw W (a, b, c) i W (a, ¢, b) nie da sie uporzadkowa¢ do tej
samej postaci (np. sktadnik a?c wystepuje tylko w drugim z nich).

» Zatem podany wielomian nie jest wielomianem symetrycznym.

Przyktad 5

Porzadkowanie wielomianu jednej zmiennej

W przypadku wielomianu jednej zmiennej porzadkujemy go zwykle w kolejnosci malejgcych
stopni jednomianow - czyli doprowadzamy do znanej z definicji wielomianu postaci
W(z) = apz™ + ap_12" 1 4+ ... + a1z + ao.

Przyktad 6

Uporzadkujmy wielomian W (z) = —3z + 11z — 52% — 72® — 22" — 9


javascript:void(0);

Przyktad 7

W podobny sposob uporzadkujmy wielomian

W (z) = Tzv3 — 122° 4+ 2v/5 + 42?v/2 — 9z — 2?11 + 4 — 8/22°,
Stownik
wielomian

wyrazenie, ktore jest sumg jednomianow (w szczeg6lnosci moze to by¢ jeden jednomian);
wielomian mozna zapisa¢ w postaci:

W(z) = anz" + an_12" ' + an—2z" 2 + ... + a2z’ + a1z + ao

liczby an, an—1, an—2, . . ., a2, a1, ap to wspoétezynniki wielomianu (a, # 0)



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Dany jest wielomian jednej zmiennej x, w ktdrego zapisie wystepuja rowniez parametry.

Przeanalizuj ponizsza prezentacje pokazujaca, jak uporzadkowac taki wielomian.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIE9OMmvc
Polecenie 2
Postepujac analogicznie jak w prezentacji, uporzadkuj wielomian

W(z) = 3v7z8 — 222 + 5v22° + 42® — 112 + 72 — 22+
+2 4 z _ 5v/3z° + 3\/5:03, zapisujac go w kolejnosci malejacych poteg przy niewiadomej.
3 2



https://zpe.gov.pl/a/D1E90Mmvc

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Ustaw podane elementy tworzac wielomian uporzagdkowany w kolejnosci malejacych
wyktadnikéw przy niewiadome;j:

____________________________________________________________________________________

Cwiczenie 2

Uporzadkuj wielomian
W (z) = 122 + 72? + 11z + 9z + 21 + 522 + 111 + 142® + 62 + 23 wstawiajac
odpowiednie wspoétczynniki liczbowe.

W(z) :‘ ’:1:4+‘ ’:1:3+‘ ’:c2 +‘

:c—|—‘ ’




Cwiczenie 3

Zaznacz wszystkie sktadniki, po ktérych uporzadkowaniu otrzymamy wielomian
122° 4 13z* + 42® — 522 — 9z + 2.
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Cwiczenie 4

Dany jest wielomian W(a:) = bax® — 13bx? + 21ax® — Ta + 132% — 5abx + 3 + 9z
z niewiadoma x i parametrami a, b. Dobierz wspétczynniki przy kolejnych potegach
niewiadomej:

‘13—13bH7a—3H3—7aH4abH9—5abH26aH26b’

Cwiczenie 5

Wskaz wszystkie wielomiany, ktére po uporzadkowaniu dadzg wielomian
W(z) = —17z* + 212% 4 ba* — 4w + 2

() —5z% — 923 — 8 — 10z + 10z2 + 302> — 20z* + 62 + 3z + 10
() 4023 4+ 2 — 62% + 2% — 192* — 192° + 32 + 42* — 132

(] —2? —7x* — 8z +4x + 2823 + 622 — Tx> +1 — 102* + 1



Cwiczenie 6

Dany jest wielomian W (a, b, ¢, d) = a® — 3ad® + a* — 4ab+6ac?® + 3ad® + 2ad+
4b% — 12bc? — 4bd+9c* + 6¢2d — d° + d2. Wskaz postaé wielomianu po uporzadkowaniu
wedtug malejgcego stopnia i wyktadnika przy kolejnych zmiennych.

O W(a,b,c,d) =—d° + 3ad® — 3a%d3+9c* + a® + 6ac? — 12bc*+
6¢c2d + a® + 4b>+-d? — 4ab + 2ad — 4bd

O W(a,b,c,d) =a® + a? — 3a*d® — 4ab+6ac?® + 3ad® + 2ad+
4b? — 12bc* — 4bd + 9c*+6c%d + d? — d°

O W(a,b,c,d) =—d° + 3ad® — 3a®d>*+9c* + a® + 6ac* — 12bc*+
6c2d + a® — 4ab+2ad + 4b* — 4bd + d?

Cwiczenie 7

Uporzadkuj wielomian trzech zmiennych.

+12zyz ‘ +2723° ’ ‘ +27x%2 2 ’ ‘ —54zy ’ ‘ 13625y 22 ’ ‘ +9zy2® ’

‘_4x222H+12x4y6z6H 6:c239H 36w345’m‘+z12" 6y9z3’




Cwiczenie 8

Zaznacz odpowiednimi kolorami sktadniki, ktérych suma po uporzadkowaniu utworzy podane
wielomiany.

Kolorem czerwonym zaznacz sktadniki wielomianu W(w) = %wg + %:62 + %:c + %.

Kolorem zielonym zaznacz sktadniki wielomianu P(zr:) = %:{:3 +224+3p+141



Dla nauczyciela

Autor: Michat Niedzwiedz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Porzadkowanie wielomianow

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony.

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

ll. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy. Uczen:

2) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jednej i wielu zmiennych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» porzadkuje wielomiany z jedng zmienng oraz wielomiany z kilkoma zmiennymi,

» wykorzystuje umiejetnosci nabyte przy przeksztalcaniu wyrazen algebraicznych,

» tworzy algorytmy porzgdkowania wielomianow ze wzgledu na stopien jednomianow
sktadowych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
o dyskusja;
 liga zadaniowa.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji

Przed lekcja:

Uczniowie przed lekcjg analizuja samodzielnie prezentacje multimedialna.
Faza wstepna:

1. Wskazanie przez nauczyciela tematu: ,Porzadkowanie wielomianow” i celow zajec,
przejScie do wspolnego ustalenia kryteriow sukcesu.

2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworzg pytania dotyczace tematu zaje¢, na
ktore odpowiedzg w trakcie lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie podzieleni na 4-5 osobowe grupy zapoznajg si¢ z Przyktadami 1i 2 w sekcji
»Przeczytaj’. Kazda z grup zapisuje trzy pytania do materiatu. Nastepnie na forum klasy
przedstawiciele grup przedstawiajg pytania. Uczniowie poréwnujg je z pytaniami, ktore
postawili na poczatku lekcji. Udzielajg na nie odpowiedzi, nauczyciel ewentualnie
uzupelnia je.

2. Nauczyciel wyjasnia uczniom pojecie wielomianu symetrycznego i przedstawia
Przyklady 3,41 5.

3. Uczniowie, pracujgc nadal w tych samych grupach, analizuja Przyktady 6 i 7. W razie
problemo6w, moga prosi¢ o pomoc kolegow z innej grupy.

4. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja zadania na forum klasy.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekciji: ,Porzagdkowanie wielomianow” i inicjuje
krotka rozmowe na temat kryteriow sukcesu. Czego sie uczniowie nauczyli? Na koniec
prosi chetnego ucznia o podsumowanie i - jesli to potrzebne - uzupetnia informacije.



Praca domowa:

» Uczniowie wykonuja Polecenie 2 pod prezentacjg multimedialng. Nastepnie uktadaja
dwa analogiczne przyktady i samodzielnie je rozwigzuja.

Materialy pomocnicze:

o Pierwiastki rownan
» Jednomiany i sumy algebraiczne
o Dodawanie i odejmowanie sum algebraicznych

Materialy pomocnicze:

e Prezentacja multimedialna moze zosta¢ wykorzystana jako material powtorzeniowy,
przed sprawdzianem z dzialu Wielomiany.


https://epodreczniki.pl/a/pierwiastki-rownan/DFCwJv2Pf
https://epodreczniki.pl/a/jednomiany-i-sumy-algebraiczne/D7ha4GT6z
https://epodreczniki.pl/a/dodawanie-i-odejmowanie-sum-algebraicznych/DWbQTOsMS

