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Wyobraz sobie, ze jeste$ kompozytorem i chcesz skomponowac oryginalng melodie, ktora
stanie sie¢ Swiatowym przebojem. Czy w ogole jest to mozliwe? By¢ moze wszystkie ,lepsze”



melodie juz zostaly stworzone!

A moze oplacatoby si¢ napisa¢ program komputerowy, ktory odrzuci znane juz melodie
i sposrod pozostatych wybierze te najciekawsze?

Poniewaz nie masz pomystu, koncentrujesz si¢ tylko nad refrenem, ktory ma sktadac si¢ z
10 nut i probujesz utozy¢ je na roézne sposoby.

Jak myslisz - ile co najmniej masz mozliwosci, jesli uwzglednisz najpotrzebniejsze elementy
- np. tonacje, rytm?

Ktos$ bardzo madry obliczyt (korzystajac z narzedzi kombinatorycznych), ze mozesz w ten
sposob stworzy¢ ponad 82 - 108 prostych melodii. To catkiem sporo.

Dlaczego warto o tym wiedzie¢? Bo w tym materiale bedziemy miedzy innymi wypisywac
elementy danej przestrzeni zdarzen elementarnych. Wiec gdyby przyszto Ci do glowy jako
przyklad podac przestrzen, ktorej elementami sg wszystkie mozliwe melodie sktadajace sie
z 10 nut, to wypisanie ich mogtoby zaja¢ Ci cate lata...

Twoje cele

o Okreslisz przestrzen zdarzen elementarnych.
e Obliczysz moc zbioru zdarzen elementarnych.
o Wykorzystasz aparat kombinatoryczny do zliczania elementow zbioru zdarzen

elementarnych.



Przeczytaj

Doswiadczeniem losowym nazywamy taki eksperyment, ktory mozna powtarzac
wielokrotnie w jednakowych (lub bardzo zblizonych warunkach) i ktérego wyniku nie
mozna jednoznacznie przewidziec.

Kazdy wynik doswiadczenia losowego to zdarzenie elementarne. Jesli w doSwiadczeniu
losowym podamy wszystkie mozliwe zdarzenia, to mowimy, ze okresliliSmy przestrzen
zdarzen elementarnych. Przestrzen zdarzen elementarnych moze by¢ zbiorem
skonczonym badz nieskonczonym.

W aksjomatycznym ujeciu rachunku prawdopodobienstwa zdarzenie elementarne
i przestrzen zdarzen elementarnych to pojecia pierwotne. Aby jednak przyblizy¢ to ostatnie
pojecie, czesto przyjmuje sie opisowq definicj¢ przestrzeni zdarzen elementarnych.

Definicja: Przestrzen zdarzen elementarnych

Przestrzenig zdarzen elementarnych lub zbiorem zdarzen elementarnych nazywamy
zbior wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych dla danego doswiadczenia

losowego.
Zbior zdarzen elementarnych oznaczamy 2.

W zastosowaniach praktycznych najczesciejinteresuje nas nie pojedyncze zdarzenie
elementarne rozpatrywanego doswiadczenia losowego, ale zbiory tych zdarzen, czyli
podzbiory zbioru (2. Kazdy taki podzbior (gdy przestrzen 2 jest skoficzona), nazywamy
zdarzeniem losowym (zwigzanym z rozpatrywanym doswiadczeniem losowym).

W dalszych rozwazaniach bedziemy zaktadac¢, ze zbior €2 jest zbiorem skonczonym, a liczbe
jego elementoéw oznaczymy ||

Przyktad 1

Rzucamy jednoczesnie dwoma monetami. Za zdarzenia elementarne przyjmujemy
uporzadkowane pary wynikow: reszka lub orzetl na pierwszej monecie, reszka lub orzet
na drugiej monecie. Wypiszmy wszystkie zdarzenia elementarne.

Q= {(R’ R)7 (R7 0)7 (07 R)’ (07 O)}
Sg cztery zdarzenia elementarne, zatem
Q] = 4.

Przyktad 2
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Rzucamy jednoczes$nie czworoscienng kostka do gry, na Sciankach ktorej zapisane sg
liczby: 1, 1, 3, 5 oraz moneta.

Za zdarzenia elementarne przyjmujemy uporzadkowane pary: 1, 3 lub 5 na kostce do gry,
reszka lub orzet na monecie.

?={1, R), (3, R), (5, R), (1, 0), (3, 0), (5, O0)}
Jest sze$¢ zdarzen elementarnych.

Q| = 6.

Przyktad 3

Trzy osoby rzucaja pierwszy raz w zyciu pitka do kosza.

Rzut celny oznaczmy jako 1, niecelny jako 0. Za zdarzenie elementarne przyjmujemy
uporzadkowane trojki wynikow rzutow danych osob.

Przy czym np. zapis (1, 1, 0) oznacza, ze dwie pierwsze osoby trafity pitka do kosza,
a trzecia nie trafila.

Q={1,1,1), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (0,0,0)}

Zbior zdarzen elementarnych sktada si¢ z oSmiu elementow.

Q] =8

W przypadku, gdy liczba zdarzen elementarnych jest duza, nie wypisujemy ich
bezposrednio, ale staramy si¢ znalezc¢ ich liczbe. Mozemy wtedy postuzy¢ sie modelem
graficznym lub wzorami kombinatorycznymi.

Przyktad 4
Rzucamy dwa razy kostka do gry.

Za zdarzenia elementarne przyjmujemy uporzadkowane pary wynikow rzutow:
w pierwszym rzucie wypadta 1, 2, 3, 4, 5 lub 6, w drugim rzucie wypadia 1, 2, 3, 4, 5 lub 6.

Zbior Q) okreslimy najpierw za pomoca tabelki.

W wierszach zapisujemy wyniki pierwszego rzutu, w kolumnach - drugiego rzutu.
Wyniki po dwoch rzutach kostka

1 2 3 4 5 6
1 1,1 2,1 3,1 4,1 5,1 6,1
2 1,2 2,2 3,2 4,2 5,2 6,2




Wyniki po dwoch rzutach kostka

3 1,3 2,3 3,3 4,3 5,3 6,3
4 1,4 2,4 3,4 4,4 5,4 6,4
5 1,5 2,5 3,5 4,5 5,5 6,5
6 1,6 2,6 3,6 4,6 5,6 6,6

Na podstawie tabelki okreslamy liczbe zdarzen elementarnych: || = 36.

Do okreslenia liczby zdarzen elementarnych mozemy wykorzysta¢ tez informacije, ze
pierwszy element pary wynikow wybieramy sposrod liczb: 1, 2, 3, 4, 5, 6, wiec mozna go
wybrac¢ na 6 sposobow.

Drugi element pary mozna wybra¢ rowniez na 6 sposobow.

Zatem liczba wszystkich mozliwych par, ktore mozemy uzyskac jest rowna 6 - 6.
Q| =WZ =6>=36

Przestrzen zdarzen elementarnych sktada si¢ z 36 elementow.

Czasem do okreSlenia liczby elementow przestrzeni zdarzen elementarnych uzywamy
okreslenia: moc zbioru.

Czyli w tym przypadku moc zbioru zdarzen elementarnych jest rowna 36.

Przyktad 5

Doswiadczenie losowe polega na wyborze sposrod 12 dziewczat i 8 chtopcow delegacii
piecioosobowej. Obliczymy, z ilu elementow skiada si¢ zbior zdarzen elementarnych tego
doswiadczenia.

Mamy obliczy¢, na ile sposobow mozna wybrac¢ delegacje sposrod 12 dziewczati 8
chtopcow, czyli sposrod 20 osob.

Zauwazmy najpierw, ze przy wyborze delegaciji kolejnos¢ wyboru nie jest istotna. Mozemy
wiec skorzystac¢ z kombinacij.

20
Delegacje mozna wiec wybrac¢ na ( 5 ) Sposobow.

20 20! 16-17-18-19-20
Qf = (5) — BLs! T 12345 15504

Odpowiedz:

Przestrzen zdarzen elementarnych sktada sie z 15504 elementow.
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Przyktad 6
W pudetku lezy 6 karteczek, na ktorych zapisane sg koleje cyfry: 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Wyjmujemy kolejno z pudelka (bez zwracania) trzy karteczki i uktadamy je w kolejnosci
losowania, tworzgc liczby trzycyfrowe. Za zdarzenia elementarne przyjmujemy
utworzone w ten sposob liczby. Obliczymy, ile jest zdarzen elementarnych w tym
doswiadczeniu.

Dokonujemy wyboru kolejno - najpierw pierwszej cyfry, nastepnie drugieji wreszcie
trzeciej. Tworzymy wiec 3 - wyrazowe ciagi z elementow zbioru 6 - elementowego.

Pierwszg cyfre wybieramy sposrod szeSciu, drugg sposrod pieciu, trzecia sposrod
czterech.

Q] =6-5-4=120

Odpowiedz:

Zbior zdarzen elementarnych sktada si¢ ze 120 elementow.

Stownik
przestrzen zdarzen elementarnych

przestrzenig zdarzen elementarnych lub zbiorem zdarzen elementarnych nazywamy
zbior wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych dla danego doswiadczenia losowego



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja, pokazujaca wykorzystanie wariacji bez powtérzen do wyznaczania
liczb spetniajacych dane warunki. Okre$l w kazdym przypadku doswiadczenie losowe,

przestrzen zdarzen elementarnych i jej moc.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D40f0Y1JH

Film pokazuje rozne metody wykorzystania wariacji bez powtorzen do obliczania liczby
liczb spetniajacych okreslone warunki.

Polecenie 2

Doswiadczenie losowe polega na uktadaniu z cyfr 1, 2, 3, 4, 5, 6 liczb pieciocyfrowych
o niepowtarzajacych sie cyfrach. Zbior zdarzen elementarnych sktada sie ze wszystkich tak
utworzonych liczb. Okresl z ilu elementéw sktada sie ten zbidr.



https://zpe.gov.pl/a/D4Of0Y1JH

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Mamy cztery rézne filizanki. Doswiadczenie polega na ustawianiu ich na pétce w réznej
kolejnosci. lle jest réwna moc zbioru zdarzen elementarnych tego doswiadczenia? Zaznacz
poprawna odpowiedz.

O 24
O 64
O 256

O 16

Cwiczenie 2 ¢

Agata ma dwie bluzki i w sposéb losowy wktada je do trzech réznych szuflad. Z ilu elementow
sktada sie przestrzen zdarzen elementarnych tego doswiadczenia? Zaznacz poprawng
odpowiedz.

O 6
O 9

O 5

O 8



Cwiczenie 3

W torebce jest 6 cukierkdéw czekoladowych i 8 cytrynowych. Doswiadczenie polega na
jednoczesnym losowaniu czterech cukierkéw - kolejno$¢ losowania nie jest istotna.
Zaznacz, ktére zdanie jest prawdziwe, a ktére fatszywe.

Zdanie Prawda Fatsz

O O

Zbior zdarzen elementarnych tworzg czterowyrazowe
kombinacje zbioru czternastoelementowego.

Liczba elementéw przestrzeni zdarzen elementarnych
w tym doswiadczeniu jest rowna 77 - 13.

O O

Moc zbioru zdarzen elementarnych mozna obliczy¢ ze

s (%) o | o©

Cwiczenie 4

Doswiadczenie polega na tworzeniu wyrazow dwuliterowych z liter stowa ELK A.
Uzupetnij zdania, wpisujac odpowiednie liczby.

Jesli litery w tworzonych wyrazach nie moga sie powtarzaé, to zbior zdarzen elementarnych

sktada sie z‘ ’ elementéw.

Jedli litery w tworzonych wyrazach mogg sie powtarzaé, to zbiér zdarzen elementarnych

skfada sie z‘ ’ elementéw.

Cwiczenie 5

W urnie znajduje sie 2n + 1 kul, ponumerowanych 1, 2, 3,4, .. ., 2n + 1, gdzie n jest liczba
naturalng wiekszg od 10.

Doswiadczenie polega na jednoczesnym wylosowaniu 2 kul.

Uzupetnij zdanie, przeciggajac odpowiednie wyrazenie. Mozesz tez klikng¢ w luke, aby
wyswietli¢ liste i wybraé¢ prawidtowg odpowiedz.

n?+ 1] 4n?on || @n+ 1) || 202 +n




Cwiczenie 6
Podaj zbior zdarzen elementarnych w trzykrotnym rzucie moneta.
Cwiczenie 7 @

Dos$wiadczenie polega na tworzeniu liczb pieciocyfrowych z cyfr 0, 1, 2, 3, 4, przestawiajac je
w dowolny sposdb.

Oblicz, ile elementéw ma zbidr zdarzen elementarnych w tym doswiadczeniu.
Cwiczenie 8 @

Na peronie do pociggu sktadajacego sie z dziesieciu wagondw wsiada szeSciu pasazerow.
Doswiadczenie polega na wyborach wagonéw przez pasazeréw. Oblicz, ile jest zdarzen
elementarnych w tym doswiadczeniu.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przestrzen zdarzen elementarnych

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XII. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka. Zakres podstawowy.
Uczen:

1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:

Uczen:

» okreSla przestrzen zdarzen elementarnych

 oblicza moc zbioru zdarzen elementarnych

» wykorzystuje aparat kombinatoryczny do zliczania elementow zbioru zdarzen
elementarnych

Strategie nauczania:
o konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e papierowa wstega
e tarcza strzelnicza



Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda grupa uczniow miata
do dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie powtarzajg wiadomos$ci na temat doswiadczen losowych i sposobow
zliczania obiektéw kombinatorycznych - jeden uczen zadaje pytania, inni odpowiadaja.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalaja kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujga w grupach metoda papierowej wstegi.

2. Zapoznajg si¢ z materiatem z sekcji ,,Przeczytaj’. Pierwsza grupa na papierowym pasku
zapisuje jedno zadanie podobne do przeczytanego. Pasek zawija tak, aby nastepna
grupa nie widziata zapisu.

3. Kolejna grupa postepuje podobnie. Wstega krazy tak dtugo, az uczniom zabraknie
pomystow.

4.Jeden z uczniéw odczytuje zapisy na wstedze. Uczniowie wspolnie rozwigzujg
najciekawsze zadania zapisane na wstedze.

5. Uczniowie wspolnie ogladajg animacje i rozwigzujg problem okreslony w Poleceniu 2.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup.

3. Podsumowaniem zajec jest zaznaczenie przez kazdego ucznia na ,tarczy strzelniczej’
pola odpowiadajacego stopniu zrozumienia tematyki zajec.

Praca domowa:
Zadaniem uczniow jest rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych z sekciji ,,Sprawdz sie”
Materialy pomocnicze:

Podstawowe pojecia rachunku prawdopodobienstwa
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Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzystac¢ na zajeciach pokazujgcych zastosowanie wariacji bez
powtorzen.



