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Zastosowanie logarytmow w obliczeniach

chemicznych... i nie tylko

Zrédto: dostepny w internecie: www.maxpixel.net.

Logarytmy majg wiele zastosowan w roznych dziedzinach wiedzy.

Logarytmy o podstawie e (czyli logarytmy naturalne) s3 powszechnie stosowane
w obliczeniach matematycznych rachunku rézniczkowego i catkowego, pojawiaja si¢ we
wzorach obliczeniowych dotyczacych liczb pierwszych.

Logarytm o podstawie 2, zwany logarytmem binarnym, ma zastosowanie w informatyce.
Logarytmy pomagaja okresla¢ glosnos¢ dzwieku, site trzesienia ziemi, szybkos¢ reakcji na

bodzce.




Cyklon Catarina nad potudniowym Atlantykiem,
marzec 2004 i Galaktyka spiralna

Zrédto: Pixabay.com, dostepny w internecie: www.pixabay.com, domena publiczna.

Wiele zjawisk i obiektow przyrodniczych ma ksztalt spirali logarytmicznej. Na przyktad taki
ksztatt ma tor ruchu owada lecacego do zrodta Swiatta, ruch powietrza w czasie

cyklonu czy muszle todzikow — morskich glowonogow. Spiralng strukture¢ majg tez niektore
galaktyki.

Twoje cele

» Zastosujesz logarytmy w obliczeniach z chemii i innych dziedzin wiedzy.
» Przeksztalcisz wyrazenia zawierajace logarytmy.
» Dobierzesz odpowiedni model matematyczny opisujac sytuacje z kontekstem

realistycznym.



Przeczytaj

Dla przypomnienia - definicja logarytmu.
Definicja: Logarytm

Logarytmem liczby dodatniej b przy podstawie a dodatnieji réznejod jednosci,
nazywamy wyktadnik potegi, do ktoérej nalezy podnie$¢ a, aby otrzymac b.

Ponizej przyktad jednego z najpardziej znanych zastosowan logarytmow w obliczeniach
chemicznych - wyznaczanie kwasowosci roztworow.

Okreslanie pH roztworéw

Skala pH jest iloSciowg skalg kwasowosci i zasadowosci roztworow wodnych zwigzkow
chemicznych.

Skala ta opiera si¢ na aktywnosci jonéw hydroniowych [H3sO"| w roztworach wodnych.
Najczesciej pH oblicza si¢ wedtug wzoru:
pH = —log[H30™]

gdzie:
[H30™"] - oznacza stezenie jonow hydroniowych, wyrazone w molach na dm®.

Przyktadowe wartosci pH

Substancja pH
1 M kwas solny
Coca-Cola -
Ocet 2,9
Herbata 5.0
Mleko

Chemicznie czysta woda
Woda morska
Mydto

Woda amoniakalna

Chemicy zwykle przyjmujg uproszczong wersje wzoru okreslajacego pH roztworu, opartg
o stezenia jonOw wodorowych.



pH = —log[H"]

Dla chemicznie czystejwody pH = —1og 10~ = 7 - woda ma odczyn obojetny.

Jesli:
pH <7 pH =T pH > 7
roztwor ma odczyn roztwor ma odczyn obojetny roztwor ma odczyn
kwasny (woda) zasadowy

Przyktad 1

Obliczymy, jakie jest pH tresci zotadka, jezeli stezenie jono6w wodorowych w badane;
04 tmol

probce jest rowne 2,5 - 1 e

pH = —log[2,5-107"

pH = —(log2,5 — 4 -1og 10)
pH~4-0,4=3,6
Odpowiedz:

pH tresci zotadka wynosi ok. 3, 6, czyli treS¢ zotagdka ma odczyn kwasny.
Przyktad 2

Obliczmy przyblizone ste¢zenie jonéw wodorowych w wodzie morskie;j.

Z informacji podanych wyzej wnioskujemy, ze pH wody morskiej wynosi 8. Oznaczajgc
szukane stezenie przez S, otrzymujemy:

8 =—1logS

Zatem:

§=10"°

OdpowiedZ:

Stezenie jonéw wodorowych w wodzie morskiej wynosi okoto 108 én—n‘ié.

Okreslanie wieku znaleziska

Do okreslania wieku znaleziska archeologicznego mozna wykorzysta¢ wynik pomiaru
zawartosci izotopu wegla “C w zyjacym organizmie (roélinnym lub zwierzecym) - stosunek
ilosci radioaktywnego izotopu wegla *C do izotopu nieradioaktywnego *2C jest staty

i wynosi okoto 1,5 - 10~ *2. Po émierci organizmu iloé¢ radioaktywnego izotopu *C maleje



(okres jego potowicznego rozpadu wynosi okoto 5700 lat), a ilos¢ izotopu '2C pozostaje
niezmieniona.

W 1946 r. amerykanski fizyk F. Libby zaproponowat wzor opisujacy mase m probki
promieniotwoérczego izotopu o okresie potowicznego rozpadu 7', po uptywie czasu t.

m=mo- ()7
gdzie:
mg — poczatkowa masa probki.
Przyktad 3

Obliczymy wiek znaleziska, w ktorym zmierzona zawartoé¢ izotopu *C jest rowna 60%
poczatkowej zawartosci tego izotopu.

Z informacji zapisanej powyzej wnioskujemy, ze T' = 5700. Z tresci zadania wynika, ze
m = 0, 6m,.

S

Korzystamy ze wzoru: m = my - (%) . Mamy wyznaczy¢ t.

0,6m0=m0- (%)ﬁ )

t
1Y 570
0, 6 = (7) 5700
Logarytmujemy obie strony zapisanego roOwnania.

t

log(0,6) = log (+) ™™

Przeksztalcamy rownanie, korzystajac z wlasnosci dziatan na logarytmach.

log6 —log 10 = =4+ (log 1 — log 2)

5700-(log6—1)
—log2

t=
Z tablic logarytmicznych odczytujemy:
log2 ~ 0,30

log6 ~ 0,78

Wyznaczamy przyblizong wartosc ¢.

5700-(0,78—1)

o = 4180

t~

OdpowiedZ:




| Przyblizony wiek znaleziska to okoto 4180 lat.

Demografia

Pokazemy teraz zastosowanie logarytmow do obliczen demograficznych. Wykorzystamy
wzOr na procent sktadany.
Przyktad 4

Sredni przyrost naturalny ludnoéci w miejscowosci Jedlicze wynosi 20 promili rocznie.
Obliczymy, po ilu latach liczba mieszkancow tej miejscowosci wzrosnie o 40%.

Oznaczmy:
M - obecna liczba mieszkancow,
x - szukana liczba lat.

Jesdli teraz liczba ludnosci wynosi M, to za z lat bedzie wynosita 140 %M, czyli %M
Stosujemy wzor na procent skladany.

7 20 \%

FM:M(l"' 1000)

Z tego wzoru wyznaczamy .

Tl — 20 \% | .

?M_M(lJF 1000) [+ M

7 _ 20 \*

5 (1 + 1000)

Logarytmujemy obie strony zapisanego rownania.

log = = z - log (1,02)

log (1,4)
log (1,02)

xr =
r~17

OdpowiedZ:

Liczba mieszkancow wzrosnie o 40% po okotol7 latach.

Zmiany ciSnienia atmosferycznego

Aby obliczy¢ wysokoS¢ szczytu gorskiego mozna uzy¢ barometru i skorzystac¢ ze wzoru:

h = 18400 - (log b1 — log b2)


javascript:void(0);

gdzie:

h — wysoko$¢ gory,

b1, by - ci$nienie barometryczne (wyrazone w mm stupka rteci) odpowiednio u podnéza
gory i na jej wierzchotku.

Z tego wzoru mozna tez korzystac¢, chcgc obliczy¢ warto$c¢ cis$nienia atmosferycznego
u podnoza gory lub na jej wierzchotku.
Przyktad 5

Obliczymy, jakie jest cisSnienie na wierzchotku gory o wysokosci 1150 m, jezeli u podnoéza
gory ci$nienie wynosi 750 %. Wynik podamy z doktadnoscia do 0, 1 Iﬁ—f;.

Do wzoru h = 18400 - (log b1 — log b2) wstawiamy h = 1150 m, b1 = 750 4.
1150 = 18400 - (log 750 — log by)
Przeksztalcamy zapisang réwnoSc.

20— log 750 = — log by

log 750 — 0, 0625 = log by

Z tablic logarytmicznych odczytujemy wartos¢ log 750.
log 750 ~ 2, 8751

Stad

log by ~ 2,8126

by ~ 1028126

Ponownie korzystamy z tablic matematycznych.

bs ~ 649,53

OdpowiedZ:

CiSnienie atmosferyczne na wierzchotku gory wynosi okoto 649, 5 nﬁ—‘;.

Wymiar fraktalny

Stowo fraktal pochodzi od tacinskiego frangere (famac). Jest to bardzo trafna nazwa,
bowiem wymiar fraktala zwykle nie jest liczbg caltkowita. Geometrycznie fraktal mozna
zinterpretowac jako figure samopodobng, czyli takg, ktorej czesci sq podobne do catosci.



Dla figur samopodobnych okresla si¢ wielkos¢ zwang wymiarem samopodobienstwa
(wymiarem fraktalnym), bedgca uogolnieniem klasycznej definicji wymiaru.

Obliczanie wymiaru fraktala oparte jest na koncepciji tzw. pudetek. Dang figure pokrywamy
mniejszymi (,pudetkami”), podobnymi do wyjSciowej figury. Wymiar pudetkowy oparty jest
na zliczaniu ilosci ,pudetek” pokrywajacych zbior.

Jesli figura w calej wielkosci zawiera N samopodobnych kopi siebie wielkosci s, to jej
wymiar samopodobienstwa jest rowny:

log N
DSZ lg]
Og?

Dla przykladu wymiar fraktalny ptuc szacuje si¢ na ok. 2,97, a powierzchni mozgu na ok.
2,79.
Przyktad 6

Obliczymy wymiar fraktalny zbioru Cantora.

Tworzenie zbioru Cantora rozpoczynamy od narysowania odcinka. Odcinek dzielimy na
trzy, a nastepnie ,wycinamy” srodek. W podobny sposob postepujemy z utworzonymi
»pozostalymi” odcinkami. Procedure powtarzamy w nieskonczonosc.

Kazdy nowo powstaly odcinek jest wiec podobny do poprzedniego w skali 3, a z kazdego
odcinka powstaja dwa nowe.

Zatem:
N =2
_ 1
§=3
10g2 _ log2

<1> — log3
log -
3

D, ~ 0,63

DSZ

OdpowiedZ:

Wymiar zbioru Cantora jest rowny w przyblizeniu 0, 63.



Stownik
logarytm

logarytmem liczby dodatniej b przy podstawie a dodatnieji réznej od jednosci, nazywamy
wykladnik potegi, do ktorejnalezy podniesc¢ a, aby otrzymac b



Audiobook

Polecenie 1

Zapoznaj sie jeszcze z kilkoma ciekawymi mozliwos$ciami wykorzystania logarytméw

w réznych dziedzinach zycia.

Audiobook mozna wystuchad pod adresem: https:/zpe.gov.pl/b/PfofkeSPA

Jesli zdarzylo ci sie zastanawiac, jak wykorzysta¢ w praktyce wiedze matematyczng, na
pewno chetnie dowiesz sie, w jakich obszarach zycia codziennego znalazty
zastosowanie logarytmy.

Pod koniec XIX wieku niemiecki psycholog Hermann Ebbinghaus stwierdzit, ze w

ciggu godziny od zakonczenia nauki zapominamy okoto 50% informacii.
Po 24 godzinach mozemy zapomnie¢ od 67% do 80% zapamietywanego materiatu.

W latach 30 XX wieku amerykanski psycholog Robert Sessions Woodworth réowniez
przeprowadzal badania nad szybkoscig zapominania i podat wzor okreslajacy procent
zapami¢tanych wiadomosci M w zaleznosci od liczby t dni, ktore uptynety od
zakonczenia nauki: M rowna si¢ roznicy liczby sto i iloczynu liczby trzydziesci piec
przez logarytm dziesietny z t plus 1.

Dzieki temu wzorowi mozesz obliczy¢, jaki procent dzisiejszych informaciji pozostanie

w Twojej pamigci po tygodniu.

Jesli masz do podjecia pewng decyzje i przed sobg kilka mozliwosci wyboru, to dla n
rownie prawdopodobnych wyborow, Sredni czas reakcji T wymagany do dokonania
wyboru sposrod mozliwych wyborow wynosi w przyblizeniu: (T jest rowne iloczynowi
liczby b przez logarytm przy podstawie 2 z n plus 1) gdzie b jest stalg, ktorg mozna
okresli¢ doswiadczalnie, dopasowujac do zmierzonych danych.

Jest to tak zwane Prawo Hicka lub prawo Hicka - Hymana, nazwane tak na czes¢
psychologow Williama Edmunda Hicka i Raya Hymana.

Na podstawie tego prawa mozna zauwazyc, ze czas potrzebny na podjecie danej decyzji

w wyniku zwigkszajgcej sie liczby wyborow ro$nie w sposob logarytmiczny.


https://zpe.gov.pl/b/Pf9fkeSPA

Naukowcy sadzg, ze bodZce docierajgce do naszego organizmu analizowane sg przez

nasz mozg w sposob logarytmiczny.

To niemiecki fizyk i filozof Gustaw Teodor Fechner odkryt, ze subiektywne odczucie
jest proporcjonalne do logarytmu intensywnosci bodzca.

Zatem na podstawie prawa, ktore podat Fechner, mozna okresli¢ czy widzimy, styszymy

albo czujemy prawidtowo.

W okulistyce znajomos¢ logarytmow wykorzystuje si¢ przy doborze okularow
korekcyjnych.

Rowniez laryngolog wykorzystuje prawo Webera-Fechnera podczas ustalania

indywidualnego progu styszalnosci swojego pacjenta.

Prawo Webera-Fechnera stosujg tez pirotechnicy, bo dzigki niemu mogg stworzy¢

tadunek, ktory ma wiekszy efekt dzwiekowy i Swietlny.

Inne zastosowanie tego prawa znajdziemy w produkcji perfum - dzigki niemu
odpowiednio dobierzemy proporcje sktadnikow zapachu, by odpowiadat on

wymaganiom konsumenta.
Logarytmy sg nieodigcznie zwigzane z muzyka.

Kazdy dzwigk jest drganiem powietrza, ktore nasze uszy i mozg odbierajg jako dzwigk.
Jak kazda fala rowniez dzwiek ma swoja czestotliwos¢, ktorg mierzy sie w hercach.

Standardowa muzyka sktada si¢ w sumie z 12 podstawowych dzwiekow: A Ais B C Cis D
Dis E F Fis G Gis zwanych interwatami.

Uktadajg sie one w oktawe.

Logarytmy pozwalajg nam na obliczenie odleglo$ci miedzy dzwigckami o roznych

czestotliwos$ciach.

Gdybysmy chcieli sprawdzi¢, ile hercow przypada na jedng oktawe, nie moglibySmy
tego zrobic.

Kolejne oktawy, czyli odleglo$ci pomiedzy dzwiekami A, maja bowiem 2 razy wiecej

hercow.

Ale gdy policzymy roznice logarytmow o podstawie 2 z czestotliwosci to okaze sig, ze
kazda oktawa to taka sama odlegtos¢ rowna 1.



Prawda, ze logarytmy to przyjazne cztowiekowi twory matematyczne?
Czy udato ci sie¢ je polubic¢?

Polecenie 2

Po podaniu cztowiekowi pewnego leku, substancja czynna przenika do krwioobiegu. Jednak
z kazda godzing ilo$¢ substancji zmniejsza sie o0 60%. Podana dawka leku zawierata 200 mg
substancji. Oblicz, po ilu godzinach zostanie w krwioobiegu tego cztowieka mniej niz 50 mg

substancji czynne;j.



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O O @

Cwiczenie 1 ¢

Zaznacz poprawng odpowiedz. Wiadomo, ze pH octu jest rowne okoto 2, 9. Zatem stezenie
jonéw wodorowych w occie wynosi okoto:

O 1,26-107% 29

dm?

O 1,26-107° 2o

dm?

O 1,26-107* 2o

dm?

O 1,26-107% 2o

dm?

Cwiczenie 2 ¢

Zaznacz poprawng odpowiedz. Okres potowicznego rozpadu radu —226 jest réwny okoto
1600 lat. Jesli masa poczatkowa prébki tego radu byta réwna 200 g to po uptywie 100 lat
masa tej probki bedzie réwna:

O 100-27%
() 100-27
O 23

() 100-2"7%




Cwiczenie 3

Goéra ma wysokosé 4600 m. Cisnienie barometryczne na wierzchotku tej gory jest rowne
416 nﬁ—g‘. Uzupetnij obliczenia (wpisz odpowiednie liczby), prowadzace do wyznaczenia

ci$nienia barometrycznego b u podnéza gory. Przyjmij log 4,16 = 0, 62.

________________________________________

____________________

b~ 741 2
Odpowiedz:

Cisnienie atmosferyczne u podndza géry wynosi okoto 741 %.

\2 416“4600”2,87”18400]

Cwiczenie 4

Pogrupuj produkty spozywcze w zaleznosci od ich pH.

Produkty zasadowe

marchewka - pH = 10, 2 ’

jezyna-pH =14 ’

kawa - pH =5 ’
Produkty kwasowe

gruszka -pH =9 ’

banan -pH =8

jogurt -pH =6

czekolada - pH = 3 ’




Cwiczenie 5 »

Potacz w pary fraktal i jego wymiar fraktalny.

log 4
Piramida Sierpinskiego log2
Dywan Sierpinskiego logs 20
Tréjkat Sierpinskiego ﬁgg
Kostka Mengera logs 4
Krzywa Kocha logs 8
Cwiczenie 6 P

Badajac trwatos¢ wiedzy swoich uczniow, pan Konrad opisat wyniki swojego doswiadczenia
W postaci wzoru:

W =100 — 40 - log(t + 1)

gdzie:

W - procent zapamietanej wiedzy,

t - liczba dni.

Korzystajac ze wzoru odkrytego przez pana Konrada, zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.
(] Po miesigcu (30 dni), uczniowie pamietaja mniej niz 50% uzyskanych wiadomosci.
(] Nim minie rok, uczniowie juz niczego nie beda pamietali.

(] Juzpo tygodniu uczniowie zapominaja ponad potowe uzyskanych wiadomosci.



Cwiczenie 7 @
Szybkos¢ wiatru w poblizu centrum tornada zalezy od odlegtosci, jakg tornado moze pokonac.
Opisuje to wzor:

v =93 -logs + 65,

gdzie:
v - predkos¢ w milach na godzine,
s - dtugos¢ drogi w milach.

Okresl predkos¢ tornada, ktére pokonato dystans 100 mil.
Cwiczenie 8 @

Oblicz, ile procent $wiatta przenika do lasu na gtebokos$¢ 10 m, jesli Srednio na 1 m? roénie
jedno drzewo, a srednica pni drzew na wysokosci 150 cm jest réwna 40 cm.

Skorzystaj ze wzoru:
—0,43-n-d-1=log £,

gdzie:

n - liczba drzew rosnacych na 1 m?,

d - $rednica drzew,

| - gtebokos¢ lasu,

I - natezenie $wiatta na gtebokosci [,

Iy - natezenie Swiatta padajagcego na brzeg lasu.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie logarytmow w obliczeniach chemicznych... i nie tylko
Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, klasa I lub II, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy.

Uczen:

9) stosuje zwigzek logarytmowania z potegowaniem, postuguje si¢ wzorami na logarytm
iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi.

I. Liczby rzeczywiste. Zakres rozszerzony.

Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto stosuje wzor na
zamiane¢ podstawy logarytmu.

V. Funkcje. Zakres podstawowy.
Uczen:

14) postuguje si¢ funkcjami wyktadniczg i logarytmiczng, w tym ich wykresami, do opisu
i interpretacji zagadnien zwigzanych z zastosowaniami praktycznymi.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii
« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe
» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:

Uczen:

 stosuje logarytmy w obliczeniach z r6znych dziedzin wiedzy



» przeksztalca wyrazenia zawierajgce logarytmy

» dobiera odpowiedni model matematyczny opisujgc sytuacje z kontekstem
realistycznym

 analizuje i interpretuje informacje przedstawione za pomocg wzorow i opisow

 ksztaltuje umiejetnosci zwigzane z pracq w grupie

Strategie nauczania:
o konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e mapa mysli
e praca z ekspertem metodg stolikow zadaniowych

Formy pracy:

e pracaw grupach
e praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Krotkie powtorzenie wiadomosci na temat logarytmow — nauczyciel wyznacza 3
uczniow, ktorzy na przemian odpowiadaja na pytania zadawane przez kolezanki
i kolegow (zadajacy pytania moga korzystac z zeszytow i ksigzek). Odpowiadajacy
uczniowie zostaja nagrodzeni ,plusami” lub ukarani ,,minusami”.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w 6 grupach metodg stolikow zadaniowych. Przy kazdym stoliku
siedzi ekspert, ktory w domu przygotowat jedno z zagadnien omawianych w sekcji
»Przeczytaj’. Opracowat tez swoje zadania dotyczace danej tematyki. Jego zadaniem jest
zapoznanie kazdej grupy z danym problemem i pokazanie sposobu rozwigzywania
zadan danego typu. Moze wspomagac si¢ przygotowang wczesniej przez siebie
prezentacjg lub przygotowanymi ¢wiczeniami interaktywnymi.

2. Po zapoznaniu si¢ z zagadnieniami przy wszystkich stolikach, uczniowie wspolnie
sporzadzaja mape mysli obrazujgca zastosowania funkcji logarytmicznej. Przy czym



mogq bazowac¢ rowniez na wczesniej pozyskanych informacjach, dotyczacych
zastosowania logarytmow w fizyce, zagadnieniach matematycznych, itp.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztalttowane umiejetnosci. Eksperci - uczniowie
,odpowiedzialni” za poszczegolne stoliki komentuja prace grup, zwracajgc szczegolna
uwage na sposob pracy grup, wzajemne relacje miedzy uczniami, itp.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i ekspertow.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest wystuchanie audiobooka i rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych.
Materialy pomocnicze:

Dziatania na logarytmach. Przyktady

Wskazowki metodyczne:

Audiobook moze by¢ wstepem do zagadnien dotyczacych funkcji logarytmicznej
i wyktadnicze;j.


https://epodreczniki.pl/a/dzialania-na-logarytmach-przyklady/D1HkdfKUz

