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Przez trzy punkty, ktore nie sg wspolliniowe mozna narysowac dokladnie jeden okrag.

W 1822 roku Karl Wilhelm Feuerbach dokonat fascynujacego odkrycia, ze sSrodki bokow
trojkata oraz spodki wysokosci trojkata lezg na wspolnym okregu. Niedtugo po tym odkryciu
matematycy zauwazyli, ze oprocz tych szesciu punkow jeszcze inne trzy charakterystyczne



punkty lezg na tym okregu. Sg nimi Srodki odcinkow taczgcych wierzcholki trojkata
z ortocentrum, czyli z punktem przeciecia wysokosci.

Okrag ten nosi nazwe ,okregu dziewieciu punktow” lub ,,okregu Feuerbacha”. Ten materiat
poswiecimy badaniu wlasnosci okregu dziewieciu punktow. Tresci przedstawione w tym
materiale wykraczajg poza podstawe programowg, jednak w dowodach korzystamy tylko

z wlasnosci zawartych w podstawie programowej. Okrag dziewigciu punktow jest
ciekawym tematem i wykorzystywany jest w dowodach w zadaniach konkursowych

i olimpijskich.

Twoje cele

e Poznasz okrag, na ktorym lezy dziewie¢ punktoéw charakterystycznych dla trojkata.
e Poznasz i udowodnisz wlasnosci okregu dziewigciu punktow.
» Zastosujesz wlasnosci okregu dziewieciu punktow w zagadnieniach

matematycznych.



Przeczytaj

Fakty zwiazane z okregami

e Przez dane trzy niewspotliniowe punkty mozna poprowadzi¢ doktadnie jeden okrag
lub réwnowaznie, na dowolnym tréjkacie mozna opisa¢ doktadnie jeden okrag.

» Tematem tego materiatu jest okrag dziewieciu punktow, wiec mamy natychmiastowy
wniosek, ze jezeli wybierzemy dowolne trzy niewspotliniowe punkty z dziewieciu, to
wyznaczymy ten sam okrag tak jak kazda inna trojka.

» Kat wpisany oparty na srednicy okregu jest prosty.
« Jesli kat wpisany jest prosty, to jest katem opartym na Srednicy okregu.

« Jesli przeciwprostokatna trojkata prostokatnego jest srednicg okregu, to wierzchotki
tego trojkata lezg na tym okregu.

« Srodkiem okregu opisanego na trojkacie jest punkt przeciecia symetralnych bokow
tego trojkata.

o Srodkiem okregu wpisanego w trojkat jest punkt przeciecia dwusiecznych katow tego
trojkata.

Odcinek Eulera

Prosta Eulera dla trojkata niebedgcego trojkatem rownobocznym, jest to prosta, ktora
przechodzi przez:

1. ortocentrum tego trojkata (punkt przeciecia prostych zawierajgcych jego wysokosci),
2. srodek okregu opisanego (punkt przeciecia symetralnych jego bokow),
3. srodek ciezkosci trojkata (punkt przeciecia jego srodkowych).

Odcinek Eulera, jest to odcinek RO, gdzie R jest Srodkiem okregu opisanego a O jest
ortocentrum tego trojkata. Jesli trojkat jest rownoboczny to odcinek Eulera jest jednym
punktem.
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Srodek ciezkoéci trojkata niebedacego trojkatem réwnobocznym dzieli odcinek Eulera
w stosunku 1 : 2 ilezy w odleglosci jednej trzeciej od R, a jesli trojkat jest rownoboczny to
pokrywa si¢ z odcinkiem Eulera zredukowanym do jednego punktu.

Srodek okregu wpisanego w trojkat nie lezy na prostej Eulera, a w przypadku, gdy trojkat
jest rownoboczny to pokrywa si¢ z odcinkiem Eulera zredukowanym do jednego punktu.

Definicja: Okrag dziewieciu punktéw

Okregiem dziewieciu punktéw w trojkacie ABC nazywamy okrag przechodzacy przez
srodki bokow tego trojkata A’, B’, C”, spodki wysokosci H 4, Hg, H oraz $rodki S 4, Sp,
Sc¢ odcinkéw taczacych punkt przecigcia O wysokosci tréjkata (ortocentrum)

z wierzchotkami trojkata.

Na rysunku wprowadzone sg oznaczenia interesujacych punktow.
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e Punkty niebieskie sg Srodkami bokéow.

o A’ oznacza srodek boku BC, czyli srodek boku lezacy naprzeciwko punktu A.
Analogicznie B’i C".

o Punkty czerwone sg spodkami wysokosci.

e H,4 oznacza spodek wysoko$ci opuszczonejz punktu A na bok BC'. Analogicznie Hp i
He.

e Punkt zolty O jest punktem przecigcia wysokosci. Dla uproszczenia bedziemy
stosowali nazwe ortocentrum.

o Punkty zielone s3 Srodkami odcinkow taczacych wierzcholki z ortocentrum.

e S, oznacza srodek odcinka AO. Analogicznie Spg, Sc.

Na rysunkach przedstawiony jest ten sam trojkat i okregi opisane odpowiednio, na
srodkach bokow trojkata, srodkach odcinkow taczgcych wierzeholki z ortocentrum,
spodkach wysokosci.



Na rysunku ponizejzaznaczone sa omawiane punkty w trojkacie rozwartokatnym ABC

. Ortocentrum lezy wtedy poza trojkatem ABC.

Kat prosty jest przy wierzchotku B. Wtedy punkty O, H 4, Hc, Sp pokrywajg si¢

z wierzchotkiem B. Wlasnos¢ ta wynika z faktu, ze przyprostokatne sg wysokoS$ciami
trojkata, wiec wierzchotek B jest ich punktem przeciecia. Ponadto, odcinek BO jest
punktem, wigec Sp pokrywasiezOiz B.



Zauwazmy tez, ze C” pokrywa sie z Sy, bo odcinki ABi AO s3 tym samym odcinkiem.
Podobnie A’ = S¢.
Przyktad 1

Pokazemy, ze okrag dziewieciu punktow dla trojkata rownobocznego jest okregiem
wpisanym w ten trojkat. Stad srodki odcinkow taczacych ortocentrum z wierzchotkami
trojkata lezg na okregu wpisanym w ten trojkat.

Rozwigzanie

Rozwazmy okrag wpisany w ten trojkat. Jego srodek lezy w ortocentrum trojkata. Stad
spodki wysokosci sg punktami stycznosci okregu wpisanego i bokow trojkata i pokrywaja
sie z odpowiednimi srodkami bokow. Zatem okrag wpisany w trojkat rownoboczny jest
okregiem, na ktorym leza spodki wysokosci i srodki bokow, wigc jest to okrag dziewieciu
punktow. Poniewaz promien okregu wpisanego w trojkat rownoboczny stanowi jedna
trzecia wysokosci, a odlegtos¢ srodka tego okregu od dowolnego wierzchotka trojkgta ma
dtugos¢ dwoch trzecich wysokosci, to Srodki odcinkow taczacych ortocentrum

z wierzchotkami trojkgta leza na okregu wpisanym w ten trojkat.

Wiasnosé: Wiasnosci linii taczacej srodki bokow tréjkata
Linia Srodkowa w troéjkacie jest to odcinek tgczacy srodki dwoch bokoéw trojkata.

Troéjkat, ktorego boki sg liniami Srodkowymi bedziemy nazywali trojkatem Srodkowym.

A C B

Twierdzenie: Twierdzenie o linii sSrodkowej w tréjkacie




1. Linia Ssrodkowa w trojkacie jest rownolegta do podstawy i dlugos¢ linii srodkowej jest
rowna potowie dlugosci podstawy. Jezeli odcinek taczacy dwa boki trojkata jest
rownolegly do trzeciego boku i ma dlugos¢ rowna potowie dtugosci trzeciego boku,
to odcinek ten jest linig Srodkowg w trojkacie.

2. Trojkat srodkowy w trdjkacie ABC jest podobny do trojkata ABC w skali 1 : 2.
3. Trojkaty wyznaczone przez linie Srodkowe s3 przystajace do trojkata sSrodkowego.

Przyktad 2

Przy oznaczeniach przyjetych w tym materiale, wskazemy linie srodkowe w trojkacie
ABC'i wyznaczymy ich dtugosci na podstawie dtugosci bokéw trojkata. Wskazemy tez
pary bokow odpowiednich.

Rozwigzanie

Poniewaz odcinek A’C" taczy $rodki bokéw ABi BC,to A’C” jest rownolegty do boku
ACi|AC| = |A2—C|. Ponadto, bok A’C” trdjkata srodkowego A’B’C” odpowiada bokowi
AC tréjkata ABC.

Analogicznie dla pozostatych bokow trojkata srodkowego.

Przyktad 3

Pokazemy trojkaty przystajace wyznaczone przez linie sSrodkowe oraz boki
odpowiadajace.

Rozwigzanie

Trojkat A’B’C" jest trojkatem srodkowym. Trojkaty AB’C’, A’BC’, A’B’C sa przystajace
do trojkata srodkowego. Bokom trojkata sSrodkowego odpowiadaja boki pozostatych
trojkatow oznaczone tym samym kolorem.

Wiasnoscé: Wiasnosc srodkéw bokéw tréjkata srodkowego

Srodek dowolnego boku trojkata srodkowego jest érodkiem odcinka taczacego spodek
wysokosci trojkgta sSrodkowego opuszczonejna ten bok i spodek wysokosci trojkata
przystajacego opuszczonejna ten wspolny bok obu trojkatow.

Dowadd

Przy oznaczeniach jak na rysunku nalezy pokaza¢, ze §rodek S odcinka A’B’ jest
srodkiem odcinka DE.



A ¢ B

Punkty A’, E, S, D, B’ lezg na jednym odcinku w potozeniu jak na rysunku. Poniewaz
trojkaty A’B’C” i A’B’C sa przystajace, to |A'E| = |B'D]. Stad S jest $rodkiem odcinka
DE.

Analogicznie dla pozostatych bokow trojkata srodkowego.

Twierdzenie: Twierdzenie o tréjkatach, ktorych jednym wierzchotkiem jest ortocentrum

1. W trojkacie AOB odcinek C’S 4 jest rownolegly do boku OB i
|C’S4| = |0OSp| = |BSp|.

2. Odcinek C’S jest rownolegly do wysoko$ci BHp.
Analogiczna wlasno$¢ zachodzi dla tréjkatow AOC i COB.

Dowad

Na rysunku zaznaczony jest trojkat AOB.



1. Z definicji punkt C” jest $rodkiem boku AB, a punkt S4 jest $rodkiem odcinka AO.
Stad C’S4 jest linig srodkowa w trojkacie AOB. Stad mamy, ze C’Sy4 || OB oraz
|C’S4| = +|OB| = |0Sg| = | BSp|. Przy czym ostatnie dwie réwnosci wynikaja
z definicji Sp jako $rodka odcinka OB.

2. Poniewaz odcinek C’S4 jest rownolegly do boku OB, a bok OB lezy na wysokosci
BHB, to z przechodniosci relacji rownoleglosci odcinek C’S 4 jest rownolegly do
wysokosci BHp.

Przedstawione wtasnosci zachodzg rowniez dla tréjkatow AOC i COB.

Twierdzenie gtéwne

Twierdzenie: Twierdzenie o okregu dziewieciu punktow

W trojkacie ABC, érodki A’, B’, C” jego bokow, spodki wysokosci Ha, Hp, Hc oraz
srodki Sa, Sp, Sc odcinkow taczacych ortocentrum O z wierzchotkami trojkata leza na
jednym okregu.

Dowadd

Popatrzmy na rysunek.




C

Jesli trojkat ABC jest rownoboczny, to okrag dziewieciu punktow jest okregiem
wpisanym w ten trojkat. Srodki bokéw pokrywaja sie z odpowiednimi spodkami
wysokosci, wiec dziewie¢ charakterystycznych punktow redukuje si¢ do szeSciu
i wszystkie leza na okregu wpisanym w ten trojkat.

Jesli trojkat ABC nie jest rownoboczny, to mozemy wybra¢ trzy niewspotliniowe punkty,
na przyktad C°, He, Se.

Prowadzimy okrag przez punkty C’, He, S¢. Tréjkat C° HoS¢ zaznaczony jest na zielono.

Punkt S¢ lezy na wysokosci C'Hs poprowadzonejna bok AB, a punkt C” lezy na boku
AB. Stad kat C’ HpS¢ jest katem prostym. Z wlasnosci okregu wynika, ze jest katem
opartym na $rednicy okregu, wiec odcinek C”S¢ jest srednica tego okregu.

Teraz rozwazmy trojkat C’ S A’.

C’ A’ jest réwnolegly do AC jako linia srodkowa w tréjkacie. Ponadto, na mocy
twierdzenia o tréjkatach, ktorych jednym wierzchotkiem jest ortocentrum A’S¢ jest
rownolegly do BHg. Zatem C’ A’ jest prostopadly do A’S¢, a to oznacza, ze kat <C’A’S¢
jest katem prostym w trojkacie o przeciwprostokatnejrownej Srednicy okregu.

Z wiasnosci okregu wynika, ze punkt A’ lezy na okregu.

Pokazali$my wiec, punkt A’ lezy na okregu wyznaczonym przez punkty C’, He, Sc.
Analogiczne rozwazanie prowadzimy dla tréjkata C’S¢B’.
Wynika z nich, Ze réwniez punkt B’ lezy na tym okregu.

Stad 5 punktow C’, He, S¢, A’, B’ lezy na jednym okregu.
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Teraz powtarzamy cate rozumowanie dla okregu poprowadzonego przez punkty A’, Hy,
S 4 oraz dla okregu poprowadzonego przez punkty B’, Hg, Sp.

Ostatecznie dostajemy, ze

5 punktow Hg, S¢, A’, B’, C’ lezy na jednym okregu.
5 punktow Hy, S4, A’, B’, C’ lezy na jednym okregu.
5 punktow Hp, Sp, A’, B’, C’ lezy na jednym okregu.

Poniewaz na kazdym z okregow lezg te same 3 punkty A’, B’, C" i poniewaz doktadnie
jeden okrag mozna poprowadzi¢ przez 3 niewspotliniowe punkty, to wszystkie 9
punktow lezy na tym samym okregu. To konczy dowod.

Przyktad 4

Pokazemy, ze jesli punkt P jest rownoodlegly od wybranych dwéch spodkéw wysokosci
trojkata i jednoczesnie jest rownoodlegly od srodkow wybranych dwoch bokow trojkata
takich, ze przynajmniejjeden z nich jest rézny od wybranych spodkow wysokosci, to P
jest srodkiem okregu dziewieciu punktow.

Rozwigzanie

Okrag dziewieciu punktow jest jednoczesnie okregiem opisanym na trojkacie
srodkowym trojkata i okregiem opisanym na trojkacie o wierzchotkach w spodkach
wysokosci tego trojkata.

Srodek okregu opisanego na trojkacie jest punktem przeciecia symetralnych bokow.

Jesli punkt P jest rownoodlegly od wybranych dwoch spodkow wysokosci trojkata to lezy
na symetralnej trojkata o wierzchotkach w spodkach wysokosci.

Jesli punkt P jest rownoodlegly od wybranych dwoch srodkow bokow trojkata to lezy na
symetralnej trojkgta sSrodkowego. Jesli przynajmniejjeden z tych srodkow jest rozny od
wybranych spodkow wysokosci, to symetralne przecinajg si¢ w jednym punkcie, ktérym
jest srodek okregu dziewieciu punktow. Stad od razu wynika, ze odlegtos¢ punktu P od
dowolnego spodka wysokosci jest rowna odlegltosci tego punktu od srodka dowolnego

boku trojkata.

Wiasnosci okregu dziewieciu punktow

WH1asnosé: Srednica okregu dziewieciu punktéw



Srednicg okregu dziewieciu punktow dla trojkata ABC jest kazdy z odcinkow A’S 4,
B’Sp, C’Se.

Dowad

W dowodzie twierdzenia o okregu dziewigciu punktow dla trojkata A BC wykazalismy,
ze C’S¢ jest $rednica okregu poprowadzonego przez punkty C’, He, S¢, a stad tez jest
$rednicg okregu dziewieciu punktéw. Przez analogie pozostate odcinki A’Sy, B’Sp sa
tez Srednicami okregu dziewieciu punktow.

Przyktad 5

Odcinek I3czacy srodek boku BC trojkata ABC ze $rodkiem odcinka O A, gdzie O jest
ortocentrum trojkata ABC ma dlugos¢ 12. Wyznaczymy promien okregu dziewieciu
punktow dla tego trojkata.

Rozwigzanie

Opisany odcinek to A’S 4, wiec |A’S 4| = 12. Z wtasnosci $rednicy okregu dziewieciu
punktow A’S jest Srednicg okregu dziewieciu punktow, wiec dtugos¢ promienia tego
okregu wynosi % = 6.

Wiasnosé: Zaleznosé miedzy promieniem okregu dziewieciu punktéw i promieniem okregu
opisanego

Promien R’ okregu dziewieciu punktow dla trojkata ABC jest réwny potowie promienia
R okregu opisanego na tym trojkacie.

Dowad

Na okregu dziewieciu punktéw dla trojkata ABC leza $rodki bokéw tego tréjkata, wiec
okrag ten jest opisany na trojkacie srodkowym o ktorym wiemy, ze jest podobny do
trojkata ABC w skali 1 : 2.

R’ 1

Przyktad 6

Srednica okregu dziewieciu punktow dla trojkata A BC ma dtugo$é a. Pokazemy, ze
promien okregu opisanego na tym trojkacie tez ma dlugos¢ a.

Rozwigzanie

Rzeczywiscie, Srednica okregu dziewieciu punktow ma dlugos¢ dwa razy wieksza od
jego promienia. Promien okregu opisanego na tym trojkacie tez ma dtugos¢ dwa razy



wieksza od promienia okregu dziewieciu punktow, wiec ma dlugos¢ rowna dlugosci
Srednicy okregu dziewieciu punktow.

Zwiazek okregu dziewieciu punktéw wyznaczonych dla
danego trojkata z symetralnymi bokow tréjkata i sSrodkiem
okregu opisanego na tym tréjkacie

Rozwazania tej czeSci oprzemy na rysunku, w ktorym linie niebieskie zawierajg wysokosci,

linie zielone s3 symetralnymi bokow, a linie pomaranczowe sg symetralnymi linii
srodkowych w trojkacie.

~
~
=
~
s
~

Wiasnoscé: Wiasnosc symetralnych trojkata srodkowego
Symetralna s boku trojkata srodkowego w tréjkacie ABC

1. jest rownolegta do symetralnej v odpowiadajgcego boku trojkata ABC oraz do prostej
d zawierajacej wysokos$¢ trojkata A BC opuszczong na ten odpowiadajgcy bok,

2. lezy miedzy prostymi vi d,

3. jest rownoodlegta od tych prostych.



Dowad

Z wlasnosci srodkow bokéw trojkata srodkowego, srodek D odcinka A’B’ jest $rodkiem
odcinka EF, wiec |DE| = |DF|.

Prosta v jest prostopadta do boku AB, bo jest symetralna tego boku, prosta d tez jest
prostopadta do boku AB, bo zawiera wysoko$¢ opuszczong na ten bok. Ostatecznie
prosta s jest prostopadta do boku AB, bo jest prostopadta do odcinka A’B’, ktory jest
rownolegly do AB.

To dowodzi, ze proste s, v, d s rownolegte oraz odleglo$¢ prostej s od kazdejz prostych
vid,jest rownaiwynosi |DE|. Stad tez prosta s lezy miedzy prostymi v i d.

Analogicznie dla pozostatych bokow trojkata srodkowego.

Wiasnosé: Potozenie Srodka okregu dziewieciu punktéow

Srodek S okregu dziewieciu punktow dla trojkata ABC jest srodkiem odcinka Eulera
RO, gdzie O jest ortocentrum tego tréjkata, a R jest sSrodkiem okregu opisanego na tym
trojkacie.

Dowadd

Ortocentrum jest punktem przeci¢cia prostych zawierajacych wysokosci trojkata.
Srodek okregu opisanego jest punktem przeciecia symetralnych bokéw tréjkata. Stad

i z rownolegtosci odpowiednich prostych wynika, ze zaznaczony na ponizszym rysunku
czworokat jest rownolegtobokiem. Z wtasnosci symetralnych bokow trojkgta srodkowego
wynika, ze $rodek S okregu dziewigciu punktow jako punkt przecigcia symetralnych
bokow trojkata srodkowego, jest Srodkiem odcinka Eulera RO.
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Stownik

ortocentrum

punkt przeciecia prostych zawierajgcych wysokosci tréojkata
odcinek Eulera

odcinek RO, gdzie R jest Srodkiem okregu opisanego a O jest ortocentrum tego trojkata;
jesli trojkat jest rownoboczny to odcinek Eulera jest jednym punktem

okrag dziewieciu punktéow

okrag przechodzacy przez srodki bokow trojkata, spodki jego wysokosci oraz Srodki
odcinkow t3czacych ortocentrum z wierzchotkami trojkata

linia Srodkowa w tréjkacie

odcinek 1gczacy srodki dwoch bokow trojkata

trojkat srodkowy

trojkat, ktorego boki sg liniami Srodkowymi w trojkacie

srodkowa tréjkata

odcinek 1gczacy wierzchotek trojkata ze srodkiem przeciwleglego boku

srodek ciezkosci tréjkata




punkt przeciecia jego srodkowych



Aplet

Polecenie 1

Poruszaj punktami A, B, C, tak by uzyskac tréjkat: rownoboczny, réwnoramienny,
prostokatny, ostrokatny, rozwartokatny.

Dla kazdego rodzaju troéjkata:

e obserwuj zachowanie odcinka Eulera i wzajemne potozenie punktéw O, R, S,

e obserwuj zachowanie okregu dziewieciu punktow i okregu opisanego na tréjkacie,

e obserwuj, potozenie dziewieciu punktow i sytuacje, gdy niektore z nich sie pokrywaja.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D64K8CnWm


https://zpe.gov.pl/a/D64K8CnWm

Polecenie 2

Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi. Jesli na okregu dziewieciu punktéw dla pewnego
trojkata sposrod 9 charakterystycznych punktéw widzimy tylko

3 punkty, to tréjkat ten moze byc¢:

(] prostokatny

(] nie ma takiego trojkata

(] réwnoramienny

(] réwnoboczny



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Jezeli odcinek Eulera w pewnym tréjkacie jest srednicg okregu dziewieciu punktéw, to ten
trojkat jest:

prostokatny

rownoboczny

o O O

o réznych katach

() réwnoramienny, ale nie prostokatny

Cwiczenie 2

Jezeli odcinek Eulera w pewnym tréjkacie jest jednym punktem, to ten trojkat jest:

o roznych bokach

réwnoboczny

réwnoramienny, ale nie prostokatny

o O O O

prostokatny



Cwiczenie 3

Jezeli jeden z koncéw odcinka Eulera w pewnym tréjkacie lezy na okregu dziewieciu punktow
i jednoczes$nie w Srodku okregu opisanego na tym tréjkacie, to ten tréjkat jest:

() réwnoramienny o kacie przy podstawie 30°

(O prostokatny, ale nie rbwnoramienny

() réwnoboczny

() réwnoramienny o kacie przy podstawie 45°

Cwiczenie 4

Jezeli ortocentrum pewnego trojkata lezy wewnatrz okregu dziewieciu punktéw w pewnym
trojkacie, to ten trojkat jest:

rownoramienny o kacie rozwartym

réwnoboczny

ostrokatny

o O O O

prostokatny



Cwiczenie 5

Ocen prawdziwosé zdan.

Okrag dziewieciu punktéw
dla trojkata jest okregiem
opisanym na troéjkacie
srodkowym tego trojkata.

Okrag dziewieciu punktéw
dla trojkata jest okregiem
wpisanym w trojkat
o wierzchotkach
w spodkach wysokosci tego
trojkata.

Promien okregu dziewieciu
punktéw dla tréjkata jest
dwukrotnie mniejszy od
promienia okregu opisanego
na tym tréjkacie.

Pole okregu dziewieciu
punktéw dla tréjkata jest
dwukrotnie mniegjsze od
pola okregu opisanego na
tym tréjkacie.

Prawda

Fatsz



Cwiczenie 6

Uzupetnij luki.

ortocentrum ze Srodkiem okregu opisanego na tym trojkacie.

jednej trzeciej ’ ‘ dwéch trzecich ’ ‘ potowie ’

______________

srodki odcinkéw taczacych srodek okregu wpisanego w trojkat z wierzchotkami trojkata ’

$rodki odcinkéw taczacych ortocentrum tréjkata z wierzchotkami trojkata ’

srodki odcinkéw taczacych srodek ciezkosci trojkata z wierzchotkami trojkata ’

3. Do zbioru dziewieciu charakterystycznych punktéw dla okregu dziewieciu punktéw dla

‘ srodki bokow tréjkata ’ ‘ spodki wysokosci trojkata ’

‘ punkty stycznosci okregu wpisanego w tréjkat z jego bokami ’

Cwiczenie 7

Dany jest tréjkat o bokach 5, 5, 8. Wyznacz dtugos$¢ promienia okregu dziewieciu punktéw.

Cwiczenie 8 @

Ortocentrum tréjkata ABC lezy w odlegtosci 4 od wierzchotka C'i w odlegtosci 13 od spodka
wysokosci opuszczonej na bok AB. Odlegtosé spodka wysoko$ci opuszczonej na bok AB od
Srodka tego boku wynosi 4. Wyznacz dtugos$¢ promienia okregu dziewieciu punktéw.



Cwiczenie 9 @

W trojkacie ABC $rodek okregu opisanego na tym tréjkacie jest odlegty od $rodka ciezkosci
tego tréjkata o 1. Jaka jest odlegtosé srodka okregu dziewieciu punktéw od ortocentrum tego
trojkata?



Dla nauczyciela

Autor: Bogdan Staruch

Przedmiot: Matematyka

Temat: Okrag dziewieciu punktow

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) wyznacza promienie i Srednice okregdw, dtugosci cigciw okregow oraz odcinkow
stycznych, w tym z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa;

2) rozpoznaje trojkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne przy danych dlugosciach
bokow (m.in. stosuje twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa i twierdzenie
cosinusow); stosuje twierdzenie: w trojkgcie naprzeciw wiekszego kata wewnetrznego lezy
dtuzszy bok;

5) stosuje wlasnosci katow wpisanych i Srodkowych;

10) wskazuje podstawowe punkty szczegolne w trojkacie: Srodek okregu wpisanego
w trojkat, srodek okregu opisanego na trojkacie, ortocentrum, Srodek ciezkosci oraz
korzysta z ich wlasnosci;

12) przeprowadza dowody geometryczne.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:

Uczen:



» rozpoznaje punkty lezace na okregu dziewieciu punktow, wyznacza ortocentrum;

e korzysta z wlasno$ci odcinka Eulera w celu wyznaczenia srodka okregu dziewieciu
punktow oraz wyznacza srodek okregu opisanego na trojkacie;

 znajduje zaleznoS$¢ miedzy rodzajem trojkata i punktami na okregu dziewigciu
punktow.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm;
e kognitywizm.

Metody i techniki nauczania:

e pogadanka;
 interaktywna aplikacja;
o dyskusja.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw parach.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen lub para
uczniow miala do dyspozycji komputer; lekcje te mozna przeprowadzi¢, majac do
dyspozyciji jeden komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przedstawienie tematu lekcij.

2. Wyznaczenie celow i kryteriow sukcesu.

3. Dyskusja jakie punkty charakterystyczne mozna wyznaczy¢ w trojkacie.
Przypomnienie, ze trzy punkty niewspoltliniowe wyznaczajg jednoznacznie okrag.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel omawia konstrukcje ortocentrum i srodka okregu opisanego na trojkacie
oraz tre$¢ i przyklady zawarte w sekcji ,,Przeczytaj”

2. Nauczyciel przedstawia uczniom Aplet. Prosi uczniéw o wykonanie polecen w parach.

3. Uczniowie sprawdzaja poprawno$¢ wykonanych polecen.

4. Uczniowie wykonuja samodzielnie wybrane ¢wiczenia sposrod 1 - 5 z sekcji ,,Sprawdz
sie”, nastepnie rozwigzania s omawiane.



5. Wybrani uczniowie wykonujg na tablicy ¢wiczenia 6, 71i 8 z sekciji ,Sprawdz si¢”
Faza podsumowujaca:

1. Sprawdzenie nabytych umiejetnosci i wiedzy podczas rozwigzywania wskazanych
¢wiczen w sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Podsumowanie lekcji, wskazanie mocnych i stabych stron pracy uczniow.

Praca domowa:

e Przy pomocy cyrkla i linijki wykonanie konstrukcji okregu dziewieciu punktow
i zaznaczenie na nim 9 charakterystycznych punktow.

Materialy pomocnicze:

Okrag wpisany w trojkat
Wskazowki metodyczne:
Uczen moze wykorzystac¢ Aplet

e podczas przygotowywania sie do zajec,
» do utrwalania wiedzy,
« jako inspiracja do stworzenia wiasnego samouczka lub prezentaciji.


https://epodreczniki.pl/a/okrag-wpisany-w-trojkat/DidqBen8X

