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Zrédto: Klara Acel, dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Znasz juz wzory na sumy i roznice funkcji trygonometrycznych. W tym materiale skupimy
sie¢ na wykorzystaniu poznanych wzoréow do dowodzenia tozsamosci trygonometrycznych.
Bedziemy takze sprawdzac, kiedy rownosci nie s3 tozsamosciami.

Twoje cele

» Nauczysz si¢ stosowac¢ wzory na sumy oraz roznice sinusow, cosinusow, tangensow
do dowodzenia tozsamosci.

» Nauczysz si¢ stosowac¢ wzory na sumy oraz roznice sinusow, cosinusow, tangensow
do dowodzenia, ze rownos$¢ nie jest tozsamoscig.




Przeczytaj

W tym materiale przedstawimy kilka typow tozsamosci trygonometrycznych.
W przedstawionych przyktadach bedziemy przeksztalcac jedng ze stron rownosci, zwykle
te bardziej skomplikowang, tak dlugo, az otrzymamy druga strone rownosci.

Przyktad 1

4 sin x cos 2

ooa - jest tozsamoscig trygonometryczng.

Uzasadnimy, ze rOwnosc¢ tg 3z + tgx =
Rozwigzanie
Najpierw zapiszmy zatozenia: cos x # 0, cos 3z # 0.

Skorzystajmy ze wzoru na sume tangensow i zapiszmy w nowej postaci lewg strone
rownosci:

L = tg3x + tgz = sin 4z

COS & cos 3x

Korzystajgc ze wzoru na sinus podwojonego argumentu sin 4x = 2 sin 2z cos 2z
zapisujemy lewga strone w nastepujacej postaci:

sin4x __ 2sin2xcos2z 4 sin x cos T cos 2T

cos z cos 3z cos z cos 3T cos z cos 3z
Po skroceniu cos z otrzymujemy prawg stron¢ rOwnosci:

4sinxcos2x __ P
cos 3x

A to oznacza, ze rOWNoS¢ jest tozsamoscig.

Przyktad 2

sin 3z—sinx

Udowodnimy tozsamosc: 05 3T cos

=tg .
Rozwigzanie
Zapiszmy zalozenia: cos 3z + cosz # 0, cosx # 0.

Zapiszemy licznik lewej strony rownosci za pomocg wzoru na roznice sinusow
sin3z — sinx = 2sinz - cos 2z oraz mianownik korzystajgc ze wzoru na sume cosinusow
cos 3T + cos T = 2cos 2T - Cos T.

Wowczas mozemy przeksztatci¢ lewg strone rownosci do postaci:

sin3x—sinx __  2sinx-cos2z
cos3x+cosx ~—  2cos2x-cosx *
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Po skroceniu wspolnego czynnika w liczniku i mianowniku otrzymujemy prawg strone:

2sinx-cos2x __ sinz
2 cos2x-cos cosT

=tg .
A to oznacza, ze rOwWnos¢ jest tozsamoscig.

Przyktad 3

sin 2z+2 sin z-cos 2z
+cos z+cos 2z+cos 3x

Uzasadnimy, ze rOWNosc: 7 =tg T jest tozsamoscia.
Rozwigzanie

Jak zawsze, zaczniemy od wypisania zatlozen: 1 + cos x + cos 2z + cos 3z # 0, cosz # 0.

Aby przeksztalci¢ lewa strong¢ rownosci, skorzystamy ze wzoroéw na funkcje podwojonego
argumentu: sin 2z = 2sin x cos z i cos 2z = 2 cos? z — 1 oraz zastosujemy wzor na sume
cosinusow: cos T + cos 3T = 2 cos x cos 2.

Woczas lewa strone mozemy zapisa¢ nastepujgco:

L= sin 2z+42 sin x-cos 2x — 2 sin x-cos £+2 sin x-cos 2z _ 2 sin x-cos +2 sin x-cos 2
14-cos z+cos 2z+cos 3z 142 cos? z—142 cos z-cos 2z 2 cos? £+2 cos z-cos 2z

Po wylaczeniu z licznika przed nawias 2 sin x i wylgczeniu z mianownika przed nawias
2 sin x, otrzymujemy prawg strone rOwnosci:

2sin z-(cos z+cos 2z)
2 cos z+(cos z+cos 2x)

=tg ¢ =P.

A to oznacza, ze rOwnosc jest tozsamoscig.

W ponizszym przykladzie najpierw odpowiednio uporzadkujemy funkcje
trygonometryczne, aby potem je w odpowiedni sposdb pododawa¢. Zwracamy uwage na to,
ze chodzi o to, by powstaty wyrazenia podobne, ktére bedzie mozna wylaczy¢ przed nawias
i skrocic.

Przyktad 4

sin 6z —sin 7x—sin 8x+sin 9z —t 15z
cos 6z —cos 7x—cos 8x+cos9xr g 2

Uzasadnimy, ze rOwnos¢ jest tozsamoscia.
Rozwigzanie

Zapiszmy zalozenia: cos 6z — cos 7Tx — cos 8z + cos 9z # 0, cosz # 0.

Uporzadkujemy w taki sposob funkcje w liczniku i mianowniku, aby mozna je byto
odpowiednio dodac:

— cosbx—cos Tz—cos8x+cos9r T cosbz+cos9z—(cos Tx+cos 8z)

L o sin 6z —sin 7z —sin 8x-+sin 9z sin 6z-+sin 9z — (Sil’l Tx+sin 8£L')
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Korzystajac ze wzoru na sinus sumy zapisujemy

sin 62 + sin 9 = 2sin

6z+9z | 6x—9x
22 . cos T
sin 7z + sin 8z = 2sin (&8 Tz_8z

2

Korzystajac ze wzoru na cosinus sumy zapisujemy.

cos 6x + cos9x = 2 cos

6z+9z | 6z—9z
L - cos L
cos Tx + cos 8x = 2 cos 7‘”—'58”” . cos 128z

2
Wowczas lewa strona przyjmuje postac

L 2sin 627;9:0 .cos 61;91 —92sin 7w;81¢

Tx—8z

*COS ———

2

2 cos 62+92 .CoS 6x—9z —92c¢cos Tz 8z .CoS Tx—8z
2 2 2 2

Po wylaczeniu wspolnych czynnikow przed nawias w liczniku i mianowniku
otrzymujemy prawg strone:

__ sin ISTE (cos 3—2”” —cos %) —t 15:5 _Pp
- 15z 3z T - g
cos = (cos < —cos 3)

2

A to oznacza, ze rOwnos¢ jest tozsamoscig

Stownik

WZOory na sume oraz roznice sinuséw
. o . + —
sina + sin 8 = 2sin O‘T’g - coS aTﬁ

sina — sin 8 = 2sin a;’g - cos O‘T%
dla dowolnych o, B € R

WZOry ha sume oraz roznice cosinusow

at
cosa + cos B = 2 cos B

a—p
* COS —3

+8 —B
cosa — cos 3 = —2sin 5= - sin 55
dla dowolnych a, 5 € R

Wzory na sume oraz roznice tangenséw

tg o+ tg B = Snlath) (a+)

cos a cos 3

te a— tg ﬁ sin(a—pf)

cos a cos 3
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dla dowolnych «, 8 € R spelniajgcych warunki: cosa # 0i cos 8 # 0



Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie uwaznie z infografikg i przeanalizuj metody w niej wykorzystane do dowodu
tozsamosci.

Polecenie 2

sin a—sin 8 B

e o s s 7 oa— . . s e
Udowodnij, ze réwnos¢ “osaTcosg — U8 —3 Jest tozsamoscia.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Jakie wyrazenie nalezy wstawi¢ w miejsce litery P, aby rownos¢
cos 10a - cos 8a + cos 8 - cos 6a = P byta tozsamoscia?

O 2 sin’ 8a; - cos 2a

(O 2cos8a - sin2a

() 2cos?8a - cos 2

() 2cos?8a - sin 2
Cwiczenie 2

W puste pole wstaw takie wyrazenie, aby otrzymac tozsamosc.

sin 7Ta+sin3a.
cosTa+tcos3a

1
tgha

1
tgl0a

‘tglOaHtg&x’




Cwiczenie 3

Jakie wyrazenie nalezy wstawié¢ w miejsce litery P, aby rownosc % — P byta

tozsamoscia?

O tga
O tg® ¢
O tg g

O tg*

Cwiczenie 4

Potacz w pary wyrazenia tak, aby powstaty tozsamosci.

s tg 7o
s tg 5a
e tg 4o
Pt tg 3a

Cwiczenie 5

W puste pole wstaw takie wyrazenie, aby powstata tozsamosé.

‘ 2sin2a - (cosa + 1) ’ ‘ sin2a - (1 — 2cos ) ’ ‘ sin2a - (2cosa + 1) ’

‘ sin2a - (2cosa — 1) ’




Cwiczenie 6

Wstaw w puste pole takie wyrazenie, aby powstata tozsamosé.

tgdr —tgzx = :
4sinx 2 sin 2x 2cosx 2sinz
cos 3x cos 3x cos 3z cos 3x
Cwiczenie 7
Udowodnij, ze rownosé
sin a+sin 8 —t o+p
cosa+cosB g€
jest tozsamoscia.
Cwiczenie 8
Udowodnij, ze rownosé
sin a+sin 3a-+sin ba+sin 7o :tg 4oy

cos a—+cos 3a+cos ba+cos Ta

jest tozsamoscia.



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel
Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie wzorow na sume i roznice funkcji trygonometrycznych do
dowodzenia tozsamosci trygonometrycznych

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VII. Trygonometria. Zakres rozszerzony. Uczen:

5) korzysta z wzor6éw na sinus, cosinus i tangens sumy i roznicy katow, a takze na funkcje
trygonometryczne katow podwojonych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

e dowodzi, ze rOwWnosc¢ jest tozsamoscia trygonometryczng stosujac wzory na sumy oraz
roznice sinusow, cosinusow, tangensow,

» dowodzi, ze rOwnos¢ nie jest tozsamoscig trygonometryczng stosujgc wzory na sumy
oraz roznice sinusow, cosinusow, tangensow,

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przedstawienie tematu zajec: ,Zastosowanie wzoroéw na sume i roznice funkcij
trygonometrycznych do dowodzenia tozsamosci trygonometrycznych” oraz wspolne
z uczniami ustalenie kryteriow sukcesu.

2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworzg pytania dotyczace tematu zaje¢, na
ktore odpowiedzg w trakcie lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznaja si¢ z trescig w sekcji ,Przeczytaj” i zapisuja
w zeszycie minimum dwa pytania. Nastepnie nauczyciel dzieli uczniéw na dwie grupy.
Grupy na przemian zadajg przygotowane wczesniej pytania grupie przeciwnej, ktora
udziela odpowiedzi. Nauczyciel uzupeinia wyjasnienia.

2. W kolejnym kroku uczniowie realizuja w parach ¢wiczenia 3-5, po ich wykonaniu
porownujg otrzymane wyniki z inng para.

3. Uczniowie realizujg indywidualnie ¢wiczenia 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Po ich
wykonaniu nauczyciel omawia najlepsze rozwigzania zastosowane przez uczniow.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”

2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekciji: ,,Zastosowanie wzorow na sume i réznice
funkciji trygonometrycznych do dowodzenia tozsamosci trygonometrycznych” i inicjuje
krotka rozmowe na temat kryteriow sukcesu. Czego sie uczniowie nauczyli? Na koniec
prosi chetnego ucznia o podsumowanie i - jesli to potrzebne - uzupetnia informacije.

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 1i 2 z sekcji ,Sprawdz si¢”.



Materialy pomocnicze:
o Wykresy i wlasnosci funkciji trygonometrycznych
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji , Infografika” mozna wykorzysta¢ na lekcji jako podsumowanie
i utrwalenie wiedzy w temacie ,Zastosowanie wzorow na sume i roéznice funkcji
trygonometrycznych do dowodzenia tozsamosci trygonometrycznych”
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