Funkcja wymierna

« Wprowadzenie

o Przeczytaj

» Galeria zdje¢ interaktywnych
o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



.‘\
3
N
=,

e g

S
N ‘\ n .

.

Funkcja wymierna

Zrédto: dostepny w internecie: needpix.com, domena publiczna.

Co laczy ponizsze wykresy z wykresem funkcji liniowej, kwadratowej, czy - szerzej-
wielomianowej? Wszystkie sa wykresami funkcji wymiernych. W tym materiale omowimy
funkcje wymierne.
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Twoje cele

e Rozpoznasz funkcje wymierne.
» Wyznaczysz dziedzine funkcji wymierne;j.
o Podasz warunek rownosci funkcji wymiernych.



Przeczytaj

Definicja: funkcja wymierna

Funkcje f(z) = %Ei; , gdzie Wi(x), Wy(z) sa wielomianami i Wy(z) # 0, nazywamy

funkcja wymierna.
Definicja: dziedzina funkcji wymiernej

Dziedzing funkcji wymiernejjest zbior liczb rzeczywistych z wyjatkiem tych liczb z, ktore
sq pierwiastkami wielomianu Wa(x).

Wazne!

Jedli stopien wielomianu Wa(z) wynosi zero, czyli Wa(x) jest statg r6zng od zera, to
funkcja wymierna jest wielomianem.

Np. funkcje f(z) = M mozna zapisa¢ w postaci:
flz) = 22t — 22+ 4.
Dziedzing tej funkcji wymiernejjest zbior liczb rzeczywistych, Dy = R.

Wazne!

Kazdy wielomian jest funkcja wymierng, poniewaz mozna go przedstawi¢ w postaci
ilorazu dwoch wielomianow.

Przyktad 1

Wyznaczymy dziedzine funkcji wymiernej f(x) =

2z—5
z2-9 "

Rozwiazanie

Aby wyznaczy¢ dziedzing funkciji f nalezy wyznaczy¢ pierwiastki wielomianu
znajdujacego sie w mianowniku ulamka opisujacego funkcje f.

czyli Dy =R\ {-3;3}.

Przyktad 2
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z2—3z—4
2+x+2

Wyznaczymy dziedzine funkcji wymiernej f(x) =

Rozwiagzanie

Aby wyznaczy¢ dziedzine funkcji f nalezy wyznaczy¢ pierwiastki wielomianu
znajdujacego sie w mianowniku utamka opisujgcego funkcije f.

?+zx+2=0

Obliczamy A =12 —4.1-2=1-8 = —7, A < 0, czyli mianownik nigdy nie przyjmuje
warto$ci rownej zero, a zatem Dy = R.

Przyktad 3

Wyznaczymy warto$¢ parametru m, dla ktorego dziedzing funkcji wymiernej
F(z) = 22326 jost zbior liczb rzeczywistych.

z2+mz+m

Rozwigzanie

Aby dziedzing funkcji wymiernej byt zbior R, to mianownik nie moze mie¢ miejsc
zerowych. W naszym przypadku mianownik jest trojmianem kwadratowym, czyli nie
bedzie miat pierwiastkow, jesli A < 0. Obliczamy A:

A =m? —4m.

Nastepnie rozwigzujemy nier6wnosc:

m? —4m < 0

m(m —4) <0

Wyznaczmy miejsca zerowe funkcji f(m) = m(m — 4) i naszkicujemy jej wykres:

m=0Vm=4.
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Odpowiedz: m € (0;4).
Definicja: rownos¢ funkcji

Funkcje f i g sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy maja identyczne dziedziny oraz dla
kazdego argumentu nalezacego do ich wspoélnej dziedziny wartosci obu funkcji sa

jednakowe.

Przyktad 4

Sprawdzimy, czy funkcje f(z) = % oraz g(z) = z® + 1 sa réwne.
Rozwiazanie

Wyznaczamy dziedziny podanych funkcji: Dy = R\ {0}, Dy = R, czyli funkcje nie sa
rowne poniewaz Dy # D,.

Przyktad 5

a b (x) ___4z—10

Wyznaczymy a i b tak, aby funkcje f(z) = %5 + 25 oraz g(z) = 32,5 byly rowne.

Rozwiagzanie

Wyznaczamy dziedziny podanych funkcji: Dy = R\ {2;4} oraz D, = R\ {2;4}, czyli
warunek dotyczacy dziedzin funkcji jest spetniony.

Przeksztalcamy wzor funkciji f:

f(l’) — _a_ 4 b _ az—4atbz—2b _ z(atb)—4a—2b
Tox—2 z—4 = (z-2)(z—4) 22— 6x2+8



Zauwazamy, ze mianowniki obu utamkow sg réwne, a liczniki beda rowne, gdy:
a+b=4oraz —4a — 2b = —10.

Rozwigzujemy uktad rownan:

at+b=4
—4a — 2b = —10

Odpowiedz:a = 1,b = 3.
Przyktad 6

Wyznaczymy pozostate miejsca zerowe funkcji f(x) = *’”3“1’;:;6”32 wiedzac, ze jednym

z nich jest liczba (—4).

Rozwiagzanie

Wyznaczymy a korzystajgc z informaciji, ze jednym z miejsc zerowych funkcji f jest liczba

(—4).
f(-4)=0

(—4)*+a(—4)>—16(—4)+32 0
2—(—4) -

—64+16a+64+32 __ 0
6 =

a=—2

2% —222—16x+32
2—zx :

Zatem wzor funkcji ma posta¢ f(z) =
Aby wyznaczy¢ pozostate miejsca zerowe, nalezy rozwigza¢ rownanie f(x) = 0.

x3—222—-16x+32 __ 0
2—x _

Wyznaczamy dziedzing: Dy = R\ {2}.
3 — 222 —162+32=0

z?(z —2) —16(z —2) =0

(22 —16)(z —2) =0
r=4Vx=—-4Vzr=2

Liczba z = 2 nie nalezy do dziedziny funkcji, zatem pozostalym miejscem zerowym jest
liczba 4.



Stownik

wielomian

wyrazenie algebraiczne bedace sumg jednomianow

jednomian

wyrazenie algebraiczne bedace literg lub liczbg lub iloczynem liter i liczb

pierwiastek wielomianu

argument, dla ktorego warto$¢ wielomianu wynosi zero
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Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z zadaniem i jego rozwigzaniem przedstawionym w galerii zdje¢ interaktywnych.

Polecenie 2
Wskaz wszystkie wartosci parametru m, m € R, dla ktérych dziedzing funkcji

f(z) = % jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych.

m € (—8,0)

m € (—8;0)

o O O

O m e (0;8)

Polecenie 3

44222

Udowodnij, ze dla kazdego m € R dziedzina funkcji wymiernej f(z) = o

jest zbior

liczb rzeczywistych.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
Ktore z ponizszych funkcji s3 wymierne? Zaznacz poprawne odpowiedzi.

O f) =35
() f(z)=—-2°+323 —=x
O fle)=25E

Té—

O flz) =5

0 fl@) =21

Cwiczenie 2
Potacz w pary funkcje wymierna z jej dziedzina.

e = = Dy = R\{0;2}

fla) = 2t tre=d Dy =R\{~2;2}
flz) = 2t D;=R

fla) = Te=u=ts 4Tas5 D; = R\{0; 2}




Cwiczenie 3
Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawng odpowiedz.

Dziedzina funkcji f(z) = %m jest zbior:

Dy =R\{1;3}

Dy = R\{-3;0;3}

o O O

Dy = R\{-3;-1;0;1;3}

O Dy =R\{0;1;3}

Cwiczenie 4

Sprawdz, czy funkcje f i g sa rowne, jesli f(z) = i;j oraz g(z) = z + 1.
Cwiczenie 5

Sprawdz, czy funkcje f(x) = ‘”4;26—1?9 oraz g(z) = z? + 3 sa réwne.
Cwiczenie 6

Jednym z miejsc zerowych funkgji f(z) = %13‘”4 jest liczba 4. Wyznacz pozostate

miejsca zerowe, a nastepnie zaznacz poprawng odpowiedz.
O z=-1vz=1
O xz=1

O z=-1

Cwiczenie 7
Wyznacz najwiekszg catkowitg wartos¢ parametru m, dla ktérego dziedzing funkcji

__ 3z-13 . s L.
f(z) = T ome g Jest zbiér R. Otrzymang wartos$é wpisz w wyznaczone pole.

m=|




Cwiczenie 8

Wyznacz a i b tak, aby funkcje f(z) = gié + 2:% oraz g(z) = % byty réwne.



Dla nauczyciela

Autor: Gabriela Pendyk

Przedmiot: Matematyka

Temat: Funkcja wymierna.

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

V. Funkcje

Zakres podstawowy. Uczen:

13. Uczen postuguje si¢ funkcjg f(z) = <, w tym jej wykresem, do opisu i interpretacji
zagadnien zwigzanych z wielkoSciami odwrotnie proporcjonalnymi, rowniez

w zastosowaniach praktycznych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» rozpoznaje funkcje wymierne;

» wyznacza dziedzine funkcji wymiernej;

o sprawdza rownos¢ funkcji wymiernych;

» wykorzystuje wtasnosci funkcji wymierncyh w zadaniach;

Strategie nauczania:
o konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

» metoda tekstu przewodniego,



e rozwigzywanie zadan pod kontrola nauczyciela;
Formy pracy:

e pracaw grupach
e pracaindywidualna

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do internetu,

» projektor multimedialny,

e e-podrecznik,

» tablica interaktywna/tablica, pisaki/kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie zapoznajg sie¢ z modutem Wprowadzenie.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 5 grup. Kazda grupa ma zapoznac si¢ z jednym
przykladem z sekciji ,Przeczytaj’, a nastepnie przedstawic¢ przyktad pozostatym
uczniom.

2. Nauczyciel w razie potrzeby pomaga uczniom w wyjasnianiu zagadnienia.

3. Nastepnie uczniowie pracuja indywidualnie - zapoznajq si¢ z galerig zdje¢
interaktywnych i wykonujg wskazane polecenia oraz rozwiazuja ¢w. 1 - 5 w sekciji
Sprawdz sie. W razie pytan nauczyciel wyjasnia niejasnosci.

Faza podsumowujaca:

1. Wybrani uczniowie prezentuja rozwigzania ¢wiczen interaktywnych wskazanych przez
nauczyciela,

2. Uczniowie okres$laja, co bylo dla nich trudne lub niezrozumiate, a nauczyciel udziela
wyjasnien

3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, ocenia aktywnos$¢ uczniow
Praca domowa:
Uczniowie maja za zadanie wykonac¢ ¢wiczenia 6 - 8 zawarte w module Sprawdz sie.

Materialy pomocnicze:



» Dziedzina funkcji
o Wiasnosci funkcji

Wskazowki metodyczne:

o Galeri¢ mozna wykorzystac jako powtorzenie i utrwalenie wiadomosci dotyczacych
rozwigzywania nieréwnos$ci kwadratowych lub wyznaczania dziedziny funkcii
wymierne;j.
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