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W tym materiale pokazemy zastosowania tzw. modelu przegrédkowego w zadaniach
dotyczacych zbiorow, ktorych elementami sg liczby catkowite o ustalonej sumie.

Bedziemy np. obliczali, ile jest liczb catkowitych, ktorych suma cyfr spetnia warunek dajacy
sie zapisaC¢ w postaci rownania lub nieréwnosci.

Przed rozwigzywaniem tych zadan warto przypomnie¢ sobie wiasnosci kombinacji oraz
twierdzenie o liczbie wszystkich k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego.

Omawiane zagadnienie trudno spotka¢ w szkolnych podrecznikach. Jest ono jednak
nietrudnym i ciekawym uzupelnieniem zastosowania wlasnosci kombinacji i nie wymaga
stosowania skomplikowanych narzedzi.

Twoje cele

» Bedziesz doskonali¢ umiejetnos¢ postugiwania sie twierdzeniem o liczbie
wszystkich k-elementowych kombinaciji zbioru n-elementowego.

» Dzigki analizie wtasnosci cyfr liczby naturalnej zapiszesz rownania oraz nieréwnosci
opisujace warunki dotyczace sumy cyfr tejliczby.

e Znajomo$¢ modelu przegrodkowego pozwoli Ci obliczyc, ile jest liczb opisanych
powyzszymi warunkami.
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e Zapiszesz rOwnania oraz nieréwnosci opisujgce warunki dotyczace sumy liczb oczek
otrzymanych w wyniku wielokrotnego rzutu kostka szeScienng do gry.

e Znajomo$¢ modelu przegrodkowego pozwoli Ci obliczy¢, ile jest wszystkich wynikow
opisanych powyzszymi warunkami.



Przeczytaj

W poprzednich materiatach z kombinatoryki pojawiaty si¢ przyktady i zadania dotyczace
np. liczb naturalnych o ustalonej sumie cyfr. Proponowane rozwigzania zadan tego typu
oparte byly na rozpatrywaniu przypadkow (z zasady: roztacznych) i stosowaniu
podstawowych regul kombinatorycznych: reguty dodawania oraz reguty mnozenia.

Pokazemy, ze w pewnych przyktadach postawiony w zadaniu problem mozemy
zinterpretowac za pomoca tzw. modelu przegrodkowego.

W pierwszym przyktadzie omowimy konstrukcje tego modelu w szczegdlnym przypadku:
liczb o sumie cyfr rowne;j 6.

Przyktad 1

Rozpatrujemy wszystkie 9-cyfrowe liczby naturalne o sumie cyfr rowne;j 6.
Ile jest wsrod nich takich liczb, ktore w zapisie dziesietnym majg wylgcznie cyfry
parzyste?

Rozwigzanie

Rozpatrzmy réwnanie

2(x1 + 1) + 2@o + 223 + 224 + 225 + 226 + 227 + 228 + 229 = 6,

w ktorym kazda z liczb x4, x5, 3, 24, T5, g, T7, T, Tg jest nieujemna liczba catkowita.
Wowczas:

e liczba 2(x; + 1) spetnia warunek 2 < 2(z; + 1) < 6,
e kazdazliczb zs, z3, T4, T5, Tg, T7, Ts, T9 spetnia warunek 0 < 2z; < 4, gdzie
1=2,3,4,5,6,7,8,09.

Wtedy liczba, ktérej kolejnymi cyframi sg 2(xzy + 1), 2o, 223, 224, 225, 224, 227, 223, 229
jest 9-cyfrowa i spetnia warunki zadania.

Oznacza to, ze kazdejrozpatrywanej liczbie, w ktorej zapisie wystepuja jedynie cyfry
parzyste mozna wzajemnie jednoznacznie przypisa¢ 9-elementowy cigg

(21,29, X3, T4, T5, Tg, T7, Ty, Tg) liczb nieujemnych.

Rownanie, ktore spetniaja te liczby

2(x1 + 1) + 2x9 + 223 + 224 + 225 + 226 + 227 + 228 + 229 = 6

przeksztatlcamy jak ponizej

(331‘|—1)+$2+(E3+$4+(E5+$6+$7+$8+$9 = 3.

Stad otrzymujemy, ze wszystkich rozpatrywanych liczb jest tyle, ile jest rozwigzan
rownania
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T+ Ty + T3+ x4+ X5+ T+ T7+ Tg+ Tg =2
w nieujemnych liczbach catkowitych z;, 2, 3, 4, 5, g, 7, Tg, Tg.

Kazde poszczegolne rozwigzanie powyzszego rownania, a wiec jednoczesnie: kazdg
liczbe 9-cyfrowg o cyfrach parzystych i sumie cyfr rownej 6, mozemy przedstawic¢ jako
rozmieszczenie 2 nierozroznialnych obiektow w 9 ponumerowanych pudetkach.

Takie rozmieszczenie zilustrujemy graficznie, uzywajac przegrodek '|' do pokazania
zawartosci kolejnych pudetek, w ktorych rozmieszczamy dwa obiekty przedstawione za
pomocg symbolu kropki ‘e’.

Np. rozwigzanie, w ktorym
1 =020 =0,23=1,24 =0,25 = 1,26 = 0,27 = 0,28 = 0,29 = 0
(jest to przedstawienie liczby 202020000) ma nastepujaca ilustracje graficzng

natomiast ilustracja

przedstawia rozwigzanie roOwnania, w ktorym

K

1 =2, =0,23 =0,24 = 0,25 = 0,26 = 0,27 = 0,23 = 0,29 = 0 (jest to
przedstawienie liczby 600000000).

Zauwazmy, ze dla jednoznacznego przedstawienia rozdziatu 2 obiektow ‘o' w 9
ponumerowanych pudetkach mozna pomina¢ obie skrajne przegrodki.

Wtedy ilustracje rozwigzania, w ktorym

1 =0,z =0,23=1,24 =0,25 = 1,26 = 0,27 = 0,28 = 0,29 = 0
przedstawimy jako 10-elementowy cigg

e {lellll,

a 10-elementowy cigg

przedstawia rozwigzanie rownania, w ktorym
1 = 2,332 = 0,333 = 0,334 = 0,335 = 0,336 = 0,337 = 0,338 = 0,339 =0.

Rozpatrzmy wiec dowolny 10-elementowy ciag, sktadajacy sie z 8 przegrodek (|) oraz
dwoch kropek (o).

Przyjmujemy oznaczenia:

x; to liczba kropek (o) ustawionych przed pierwszg (patrzac od lewej) przegrodka,

X to liczba kropek ustawionych za przegrodkg numer 1 i przed przegrodka numer 2,
x3 to liczba kropek ustawionych za przegrodkg numer 2 i przed przegrodka numer 3,
x4 to liczba kropek ustawionych za przegrodkg numer 3 i przed przegrodka numer 4,
x5 to liczba kropek ustawionych za przegrodkg numer 4 i przed przegrodka numer 5,
xg to liczba kropek ustawionych za przegrodka numer 5 i przed przegrodka numer 6,
x7 to liczba kropek ustawionych za przegrodka numer 6 i przed przegrodkga numer 7,



xg to liczba kropek ustawionych za przegrodkg numer 7 i przed przegrodka numer 8,
X9 to liczba kropek ustawionych za przegrodka numer 8.

Wtedy kazdemu rozmieszczeniu 10 elementow ciggu skladajacego sie z 8 przegrodek i 2
kropek odpowiada wzajemnie jednoznacznie ciag (x1, s, ©3, T4, Ts5, T, T7, Tg, Tg)
nieujemnych liczb catkowitych, ktore spetniajg rownanie

1+ %o+ T3+ 24+ X5+ 2T+ T7+ Tg+ Tg = 2.

Poniewaz wszystkich 10-elementowych ciggow skladajacego si¢ z 8 przegrodek i 2
kropek jest tyle, ile jest 8-elementowych kombinacji zbioru 10-elementowego, czyli

10
< g ) = % = 45, wiec dokladnie tyle jest wszystkich 9-cyfrowych liczb naturalnych

o sumie cyfr rowne;j 6.

Przyktad 2

Obliczymy, ile jest wszystkich wynikow dziesieciokrotnego rzutu kostkg szeScienng,
w ktorych suma liczb wyrzuconych oczek jest rowna 15.

Rozwigzanie

Rozpatrzmy réwnanie
w ktorym kazda z liczb x4, 9, 3, 4, 5, g, T7, T3, L9, 19 jest nieujemng liczba
catkowita.

Po przeksztalceniu tego rownania do postaci

1+ t+x3+x4+25+2T6+2T7 +2T8+T9g+T10 =5

stwierdzamy, ze kazda z liczb z; + 1,22 + 1,23 + 1,...,Z19 + 1 moze przyjmowac
wyltacznie wartosci ze zbioru {1,2,3,4,5,6}.

Zatem kazdemu wynikowi dziesi¢ciokrotnego rzutu kostka spetniajagcemu warunki
zadania mozna wzajemnie jednoznacznie przypisa¢ 10-elementowy cigg

(21,29, X3, Tq, T5, Tg, T7, Ty, Tg, T19) Nieujemnych liczb catkowitych.

Oznacza to, ze wszystkich wynikow rozpatrywanego rzutu kostka jest tyle, ile jest
rozwiazan rownania

1+ a2t a3+ T4+ o5+ 26+ 27 +x3+T9g+ X0 =29

w nieujemnych liczbach catkowitych z;, 2, 3, 4, 5, g, 7, Ts, Tg, T10-

Kazde poszczegolne rozwigzanie powyzszego rOwnania mozemy przedstawic jako
rozmieszczenie 5 nierozroznialnych obiektow w 10 ponumerowanych pudetkach, co
mozna zilustrowa¢ graficznie, uzywajgc przegrodek '|' do pokazania zawartosci kolejnych
pudetek, w ktorych rozmieszczamy piec obiektow przedstawionych za pomocg symbolu
kropki ‘e’.



Rozumujgc podobnie jak w poprzednim przykiadzie zauwazamy, ze do jednoznacznego
przedstawienia rozdziatu 5 obiektow 'e' w 10 ponumerowanych pudetkach wystarczy
uzy¢ 9 przegrodek.

Wtedy ilustracje rozwigzania, w ktorym

21 =0,z =0,23 =0,24 = 1,25 = 0,26 = 2,27 = 0,23 = 1,29 = 0,279 = 1 (W ten
sposob opisalisSmy 10-krotny rzut kostka, w ktorym kolejne uzyskane liczby oczek to
1,1,1,2,1,3,1, 2,1, 2) przedstawimy jako 14-elementowy cigg

llelloolle]ls,

a 14-elementowy cigg

cocellelll

przedstawia rozwigzanie robwnania, w ktorym

1 =4,20 =0,23 =0,24 = 0,25 = 1,2 = 0,27 = 0,23 = 0,29 = 0,79 = 0 (w ten
sposob opisalisSmy 10-krotny rzut kostka, w ktorym kolejne uzyskane liczby oczek to
5,1,1,1,2,1,1,1,1, 1).

Rozpatrzmy wiec dowolny 14-elementowy ciag, sktadajacy sie z 9 przegrodek (|) oraz 5
elementow (e).

Przyjmujemy oznaczenia:

x; to liczba kropek (o) ustawionych przed pierwszg (patrzac od lewej) przegrodka,

T to liczba kropek ustawionych za przegrodkg numer 1 i przed przegrodka numer 2,
x3 to liczba kropek ustawionych za przegrodka numer 2 i przed przegrodka numer 3,
x4 to liczba kropek ustawionych za przegrodka numer 3 i przed przegrodka numer 4,
x5 to liczba kropek ustawionych za przegrodkg numer 4 i przed przegrodka numer 5,
xg to liczba kropek ustawionych za przegrodka numer 5 i przed przegrodka numer 6,
x7 to liczba kropek ustawionych za przegrodkg numer 6 i przed przegrodka numer 7,
xg to liczba kropek ustawionych za przegrodkg numer 7 i przed przegrodka numer 8,
X9 to liczba kropek ustawionych za przegrodkg numer 8 i przed przegrodka numer 9,
x19 to liczba kropek ustawionych za przegrodkg numer 9.

Wtedy kazdemu rozmieszczeniu 14 elementow ciggu skladajacego sie z 9 przegrodeki 5
kropek odpowiada wzajemnie jednoznacznie ciag (z1, s, €3, T4, L5, T, T7, Tg, Tg, T10)
nieujemnych liczb catkowitych, ktore spetniaja rownanie

1+ X2+ T3+ x4+ 25 + T + 7+ Tg + X9 + T1p = 5.

Poniewaz wszystkich 14-elementowych ciggow skladajacych si¢ z 9 przegrodek i 5

kropek jest tyle, ile jest 9-elementowych kombinaciji zbioru 9 4+ 5 = 14-elementowego,
14

czyli < 9 ) = W = 2002, wiec dokladnie tyle jest wszystkich wynikow

dziesieciokrotnego rzutu kostkg szeScienng, w ktorych suma liczb wyrzuconych oczek

jest rowna 15.
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Zauwazmy, ze w obu powyzszych przykladach postawiony problem sprowadzilismy do
ustalenia, ile jest rozwigzan rownania

r1t+xo+...+x, =k

w nieujemnych liczbach catkowitych x4, zs, . . ., x,, gdzie n oraz k to ustalone dodatnie
liczby catkowite.

Rozumujgc analogicznie jak w powyzszych dwoch przyktadach pokazemy, ze rozwigzan
, . (k +n— 1)
tego rownania jest i .

Rozpatrzmy w tym celu ciag, ktory ma k + n — 1 elementow i sktadajacy sie zn — 1

przegrodek (oznaczymy kazda z nich symbolem ‘|’) oraz k elementéw oznaczonych

symbolem kropki ‘e’.

Oznaczmy przez:

x1 - liczbe kropek (o) ustawionych przed pierwszg (patrzac od lewej) przegrodka,

x,, — liczbe kropek ustawionych za przegrodkg numer m — 1 i przed przegrodka numer m,
dlam=2,3,...,n—1,

x, - liczbe kropek ustawionych za przegrodka numer n.

Zauwazmy, ze kazdemu rozmieszczeniu wszystkich k + n — 1 elementow tego ciggu

sktadajacego sie zn — 1 przegrodek ‘| i k kropek e odpowiada wzajemnie jednoznacznie
cigg (x1, @9, . . ., x,) nieujemnych liczb catkowitych, ktére spetniaja rownanie

1 +xo+...+x, =k

Poniewaz wszystkich (k + n — 1)-elementowych ciggow skladajacego sie zn — 1
przegrodek i k kropek jest tyle, ile jest k—elementowych kombinacji zbioru (k +n — 1)-
k+n—-1

i > , wiec doktadnie tyle jest wszystkich rozwigzan rownania

elementowego, czyli (

1tz +...+x, =k
w nieujemnych liczbach catkowitych x4, zs, . . ., ,, gdzie n oraz k to ustalone dodatnie
liczby catkowite.

Twierdzenie: o liczbie rozwigzan réwnaniax; + x5 + ... + x, = k
Liczba wszystkich rozwigzan rownania
r1+x+...+x,=k

w nieujemnych liczbach catkowitych z;, zo, .. ., x,, gdzie n oraz k to ustalone dodatnie

1)

liczby catkowite, jest rowna

Przyktad 3
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a) Obliczymy, ile jest wszystkich 20-cyfrowych liczb naturalnych o wszystkich cyfrach
nieparzystych, ktorych suma cyfr jest rowna 28.

Rozwigzanie

Rozpatrzmy réwnanie

(221 +1) + (222 + 1) + ... + (2299 + 1) = 28, w ktorym kazda z liczb x1, @, . . . , Tog
jest nieujemna liczba catkowitg.

Przeksztalcamy to rownanie do postaci

2$1+2$2+...+2J}20 :8,

skad otrzymujemy

r1+ a2+ ...+ 290 =4.

Oznaczato,ze 0 < z; < 4dla:=1,2,...,20,awiec kazda z liczb

2z1 + 1,229 4+ 1,...,229 + 1 jest dodatnia liczba naturalng, ktora jest nieparzysta i nie
jest wieksza od 9.

Wynika stad, ze ogdtem 20-cyfrowych liczb naturalnych o wszystkich cyfrach
nieparzystych i sumie cyfr rownej 28 jest doktadnie tyle, ile jest rozwigzan roOwnania
T1+ 2o+ ...+ x990 =4

w nieujemnych liczbach catkowitych z, zo, ..., Z2.

Poniewaz wszystkich rozwigzan powyzszego rownania jest

44201 23 99,9120
(G e

wiec ogotem 20-cyfrowych liczb naturalnych o wszystkich cyfrach nieparzystych i sumie
cyfr rowne;j 28 jest 8855.

b) Obliczymy, ile jest wszystkich 50-cyfrowych liczb naturalnych o wszystkich cyfrach
nieparzystych i sumie cyfr rownej123.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze suma dwoch liczb nieparzystych jest liczbg parzysta, zatem suma cyfr
liczby 50-cyfrowej ktorej wszystkie cyfry sa nieparzyste da sie zapisac jako suma 25 liczb
parzystych - aby to zauwazy¢ wystarczy np. taczyc¢ kolejne cyfry w pary.

Oznacza to, ze suma cyir dowolnejliczby 50-cyfrowej o wszystkich cyfrach
nieparzystych jest parzysta, a wiec nie moze by¢ rowna 123. Zatem nie ma liczb, ktore
spetnialyby podane w zadaniu warunki.

Przyktad 4

Obliczymy, ile jest rozwigzan rownania
a+b+c=15
w liczbach catkowitych a, b, ¢ spetniajacych warunkia > —2,b > 3,¢ > 8.

Rozwigzanie



Podstawmy a = ;1 — 2,b = x5 + 3, ¢ = z3 + 8 i rozpatrzmy roOwnanie

(x1 —2) + (z2 + 3) + (x5 + 8) = 15,

w ktorym kazda z liczb x1, 9, 3 jest nieujemna liczbg catkowita.

Przeksztalcamy to rownanie do postaci

1+ Ty + T3 = 6.

Poniewaz wszystkich rozwigzan powyzszego rownania w nieujemnych liczbach
catkowitych z, 5, x5 jest (6 + 2 B 1> = (2) = % = 28,

wiec wszystkich rozwigzan rownania

a+b+c=15

w liczbach catkowitych a, b, ¢ spetniajacych warunki a > —2,b > 3, ¢ > 8 jest takze 28.

Przyktad 5

a) W pudetku znajduje si¢ 5 kartek ponumerowanych od 1 do 5. Z tego pudetka losujemy
8 razy po jednejkartce, przy czym po kazdym losowaniu wrzucamy wylosowang kartke

z powrotem do pudetka.

Obliczymy, ile jest wszystkich wynikoéw losowania, w ktorych suma wszystkich liczb na
wylosowanych z tego pudetka kartkach nie przekracza 12.

Rozwigzanie

Rozpatrzmy nierownosc

w ktorejkazda z liczb z1, 2o, . . . , g jest nieujemng liczba catkowita.

Po przeksztalceniu tej nieréwnos$ci do postaci

T+ x4+ ... +x3 < 4

stwierdzamy, ze kazda z liczb z;, gdziet = 1, 2, ..., 8, spelniawarunek 1 < z; +1 < 5.
Zatem kazdemu spelniajgcemu warunki zadania wynikowi osmiokrotnego losowania
kartek z rozpatrywanego pudetka mozna wzajemnie jednoznacznie przypisac
o$mioelementowy cigg (x, xs, . . ., xg) liczb nieujemnych spetniajacych powyzsza
nierownosc.

Ponadto liczba4 — (z1 + @5 + .. . + xg) takze jest nieujemna - oznaczmy ja przez .
Wtedy ¢g = 4 — (21 + =2 + . .. + xg), skad otrzymujemy rownanie

1+ +...+x3+ 19 =4

w nieujemnych liczbach catkowitych z1, zs,...,x9, gdzie 1 < z; +1 < 5dla
1=1,2,...,8.

Poniewaz wszystkich rozwigzan tego rownania jest

4+9—-1 12
( * 4 ) = < 4 ) = 121109 — 495 wiec ogotem jest 495 wynikow losowania

kartek z rozpatrywanego pudetka, w ktorych suma wszystkich liczb na wylosowanych
kartkach nie przekracza 12.



b) Obliczymy, ile jest wszystkich takich wynikéw osmiokrotnego rzutu kostkg szeScienna
do gry, ktorych suma liczb wyrzuconych oczek jest rowna co najmniej 44.

Rozwigzanie

Wynik o$miokrotnego rzutu kostkg szeScienna zapiszemy jako osSmioelementowy cigg
(21, xo, T3, T4, 5, g, T7, Tg), gdzie x; to liczba oczek otrzymanych w i-tym rzucie, dla
1=1,2,...,8.

Zatem warunki zadania sg spetnione, gdy

T + To + T3 + T4 + T + T + 7 + T3 > 44.

Zauwazmy, ze kazdemu z; € {1,2,3,4,5,6}, opisujgcemu liczbe oczek otrzymanych
w wybranym sposréd 8 rozpatrywanych rzutéw kostkg, mozna wzajemnie jednoznacznie
przyporzadkowac inna liczbe oczek takiego rzutu, okreslong wzorem 7 — ;.

Na podstawie reguty rownolicznosci stwierdzamy wigc, ze wynikow

(21,29, 3, T4, T5, Tg, T7, Tg) OSMiokrotnego rzutu kostky szescienng, dla ktorych
speiniony jest warunek

T+ X9+ 23+ Ty + 25 + T+ x7 + T8 > 44

jest tyle samo, co wynikow

(7T — 21,7 — 29,7 — 3,7 — @4, 7T — x5, 7 — 26,7 — T7, 7 — Xg)

oSmiokrotnego rzutu kostka szescienng, dla ktorych spelniony jest warunek
T—x1+7—x9+T7T—234+T7T—24+7—25+7—26 +7— 27 +7— 28 > 44.

Przeksztalcajgc powyzsza nier6wnos¢ otrzymujemy
8-7—(ml+£L'2+$3+ZL'4+$5+ZL'6+$7+ZL'8) > 44
skad

(331+£L’2+£U3+ZL’4+ZU5+ZC6+ZU7+ZC8) <56 —44 = 12.

Oznacza to, ze wszystkich takich wynikéw o$miokrotnego rzutu kostkg, ktorych suma
liczb wyrzuconych oczek jest rowna co najmniej 44 jest tyle samo, co wszystkich takich
wynikow o$miokrotnego rzutu kostka, ktorych suma liczb wyrzuconych oczek nie
przekracza wartosci 12.

Rozpatrzmy wiec nier6wnos¢

(x1+1)+(x2+1)+ ...+ (zs + 1) <12,

w ktorejkazda z liczb z1, zo, . . . , g jest nieujemng liczba catkowita.

Po przeksztalceniu tej nieréwnosci do postaci

r1t+xo+...+x5 <4

stwierdzamy, ze kazda z liczb z;, gdziet = 1, 2, ..., 8, spelniawarunek 1 < z; +1 < 5.
Zatem kazdemu wynikowi 8-krotnego rzutu kostka, w ktorym suma liczb wyrzuconych
oczek nie przekracza wartosci 12 mozna wzajemnie jednoznacznie przypisac¢ 8-
elementowy cigg (x1, @, . . . , xg) liczb nieujemnych spetniajacych powyzsza nieréwnos¢.
Jak wiemy z rozwigzania w poprzednim podpunkcie wszystkich rozwigzan tej
nieréwnosci w nieujemnych liczbach catkowitych jest 495. Zatem doktadnie tyle jest tez


javascript:void(0);

wszystkich takich wynikow oSmiokrotnego rzutu kostka, ktorych suma liczb
wyrzuconych oczek nie przekracza 12.

Co za tym idzie, jest 495 wszystkich takich wynikéw o$miokrotnego rzutu kostka,
ktorych suma liczb wyrzuconych oczek jest rowna co najmniej44.

c¢) Obliczymy, ile jest wszystkich oSmiocyfrowych liczb naturalnych, ktorych suma cyfr
jest mniejsza od 10.

Rozwigzanie

Rozpatrzmy nieréwno$c

(JI1+1)+{B2+$3+ZE4—|—$5+IE6—|—CE7+ZE8 < 10,

w ktorejkazda z liczb z1, zo, . . . , g jest nieujemng liczba catkowita.

Jest ona rownowazna nier6wnosci

(x1+1)+xo+ 23+ 24 +25+26+27+28 <9,

a wiec nieujemne liczby catkowite x1, s, . . ., s spetniaja nierownosc

T1+xo+ 3+ x4+ 25+ 26+ 7+ 28 < 8.

Zatem liczba, ktorej kolejnymi cyframi sg (z1 + 1), 2, 3, 4, x5, g, T7, Tg Speinia
warunki zadania.

Ponadto liczba 8 — (z1 + x5 + .. . + xg) rowniez jest nieujemna - oznaczmy jg przez xo.
Wtedy zg = 8 — (21 + =2 + . .. + xg), skad otrzymujemy rownanie

1+ To+ ... +xg + 29 =38

w nieujemnych liczbach catkowitych z1, z2,...,x9, gdzie 0 < z; < 8dlai =2,3,...,8
orazl <z +1<09.

Poniewaz wszystkich rozwigzan tego rownania jest

—1 1
(8 +2 > = ( 86) = 1045:141312.11109 — 12870, wigc ogotem jest 12870 liczb

naturalnych o$Smiocyfrowych, ktorych suma cyfr jest mniejsza od 10.

Na zakonczenie podsumujemy spostrzezenia poczynione w obu podpunktach powyzszego
przyktadu.

Twierdzenie: o liczbie rozwigzan nieréwnosci 1 + 5 + ... + x,, < k w nieujemnych
liczbach catkowitych

Liczba wszystkich rozwigzan nieréwnosci
r1t+xo+...+x, <k

w nieujemnych liczbach catkowitych x4, zs, . . ., z,, gdzie n oraz k to ustalone dodatnie
liczby catkowite, jest rowna




(")

Dla dowodu rozpatrzmy liczbe z, 1 = k — (21 + @2 + ... + x,,).
Z nierowno$ci 1 + x5 + ... + z, < k otrzymujemy k — (z7 + 2 + ... + x,) > 0, zatem
liczba x,, 1 jest nieujemna.

Dowadd

Oznacza to, ze rozwigzan danejnierownosci w nieujemnych liczbach catkowitych
x1, %, ..., T, jest dokladnie tyle, ile jest rozwigzan rownania

:E1+$2+...+$n—|-$n+1:k

w nieujemnych liczbach catkowitych z1, zo, ..., Ty, Tpi1.
Liczba rozwigzan tak otrzymanego réwnania jest rowna

(k+(n;rl)—1> _ (k—;n)

zatem rowniez tyle jest rozwigzan nierownosci
1tz +...+tx, <k

w nieujemnych liczbach catkowitych xy, zo, .. ., x,, gdzie n oraz k to ustalone dodatnie
liczby catkowite.
Koniec dowodu.

Stownik
k-elementowa kombinacja zbioru n-elementowego

kazdy k-elementowy podzbior zbioru n-elementowego, gdzie 0 < k < n, nazywamy k-
elementowg kombinacjg tego zbioru n-elementowego

liczba wszystkich k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego

liczba wszystkich k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego, gdzie 0 < k < n
, jest rowna

(n) o _ ne(n=1)-...(n—k+1)
k] K-(n—k)! 12k

reguta dodawania

jezeli wybor polega na podjeciu jednejz k decyzji , przy czym pierwsza z nich mozna
podja¢ na k1 sposobow, druga na k2 sposobow, . . ., n - tg na k, sposobdw, to takiego




wyboru mozna dokona¢ na k; + ky + ... + k,, sposoboéw
reguta réwnolicznosci

dwa zbiory A i B sg rownoliczne (majg tyle samo elementéw) jezeli ich elementy mozna
przyporzadkowac¢ wzajemnie jednoznacznie, to znaczy: kazdemu elementowi zbioru A
przyporzadkujemy doktadnie jeden element zbioru B oraz kazdemu elementowi zbioru
B przyporzadkujemy dokladnie jeden element zbioru A

reguta mnozenia

liczba wszystkich mozliwych wynikow doswiadczenia polegajagcego na wykonaniu po
kolei n czynnosci, z ktorych pierwsza moze zakonczyc¢ sie na jeden z k; sposobow, druga
- na jeden z ks sposobow, trzecia - na jeden z ks sposobow i tak dalej do n-tej czynnosci,
ktora moze zakonczyc¢ si¢ na jeden z k, sposobow, jest rowna

ki-ko-... -k,



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

funkcji niemalejacych ze skoriczonego zbioru A do skoriczonego zbioru B.

/A l

LSt

Rozpatrzmy dwa zbiory Ai B:

A={1,2,3,...,k}, gdzie k>1 (A to zbidér k poczatkowych
dodatnich liczb catkowitych),

B={1,23,...,n}, gdzie n>1 (B to zbiér n poczatkowych
dodatnich liczb catkowitych).

)72V

Wykazemy, ze liczba wszystkich funkcji niemalejgcych,
ktérych dziedzing jest zbiér A i o wartosciach ze zbioru

B jest rébwna:
k+n—1
k

Zapoznaj sie z przedstawiong ponizej galerig zdje¢ interaktywnych. Przeanalizuj
zaprezentowane w niej rozwigzania zadan, w ktérych jest pokazane, jak wyznaczy¢ liczbe

J L. T L 4 M\ -+
: /A l

O SK (Al

Rozpatrzmy dwa zbiory AiB:

A={1,2,3,...,k}, gdzie k>1 (A to zbiér k poczatkowych
dodatnich liczb catkowitych),

B={1,23,...,n}, gdzie n>1 (B to zbiér n poczatkowych
dodatnich liczb catkowitych).

)72V

Wykazemy, ze liczba wszystkich funkcji niemalejgcych,
ktérych dziedzing jest zbiér A i o wartosciach ze zbioru

B jest rébwna:
k+n—1
D)

AL’

J L.t 4. M\ -+ ) 4



1. {audio}Niemalejaca funkcja f spetnia warunki zadania wtedy i tylko
wtedy, gdy
1< f(1) < f(2) < FB3) <...< f(k) <n.

Polecenie 2

Korzystajac z rozwigzan zadan omowionych w powyzszej galerii rozwigz samodzielnie
nastepujace zadanie.

Rozpatrzmy wszystkie funkcje niemalejace f, ktérych dziedzing jest zbidr
A=1{1,2,3,4,5,6,7,8} i ktorych wartosci sa w zbiorze B = {1,2,3,4,5}.
Oblicz, ile sposréd tych funkcji spetnia warunek f(4) < f(5).



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1

O

Oblicz, na ile sposobéw mozna rozdzieli¢ 11 monet jednoztotowych miedzy 7 oséb tak, aby
kazda z nich wzbogacita sie w ten sposéb o co najmniej 1 zt.

Odpowiedz:




Cwiczenie 2

Rozpatrzmy nastepujace zbiory:

A - zbidr wszystkich rozwigzan réwnania

T+ T9 + Ty — 15
w nieujemnych liczbach catkowitych x1, s, 3,

B - zbior wszystkich rozwigzan réwnania
331+132+333+£B4:8
w nieujemnych liczbach catkowitych 1, s, 3, 24,
C' - zbidr wszystkich rozwigzan réwnania
T, + T+ T3+ 24 +25 =5

w nieujemnych liczbach catkowitych x1, s, 3, T4, 5,

D - zbior wszystkich rozwigzan réwnania

$1+£U2+£E3+£U4+$5+£U6:5

w nieujemnych liczbach catkowitych xq, x5, T3, T4, x5, x¢.

Uporzadkuj podane liczby w kolejnosci: od najmniejszej do najwiekszej.

|B|

€]

A

|D|

Cwiczenie 3

Oblicz, ile jest wszystkich dziesieciocyfrowych liczb naturalnych, ktérych suma cyfr jest

rowna 4.

Odpowiedz:

114

112

O

114



Cwiczenie 4

Oznaczmy przez n liczbe wszystkich wynikéw siedmiokrotnego rzutu kostka szescienna,
w ktoérych suma liczb wyrzuconych oczek jest rowna 12. Woéwczas:

O) n = 18564
O n="1792
O n =330
(O n =462
Cwiczenie 5

Liczba n wszystkich funkcji niemalejgcych, ktérych dziedzing jest zbidr

{1,2,3,4,5}

i ktérych wartosci nalezg do zbioru
{1,2,3,4,5,6,7,8}

spetnia warunek

n < 1287

n < 792

n > 462

O o o o

n > 495



Cwiczenie 6

Oblicz, ile jest wszystkich jedenastocyfrowych liczb naturalnych o cyfrach nieparzystych,

ktorych suma wszystkich cyfr jest mniejsza od 20.

Zakoduj ponizej kolejno cyfry setek, dziesigtek i jednosSci otrzymanego wyniku.

Odpowiedz:

Cwiczenie 7

@

Oznaczmy przez n liczbe wszystkich wynikéw dziesieciokrotnego rzutu kostkg szescienng,

w ktérych suma s liczb wyrzuconych oczek spetnia warunek

Wynika stad, ze

O o o o

n < 3279

n < 3972

n > 2397

n > 2937

12 < s < 16.



Cwiczenie 8 @

Rozpatrzmy wszystkie siedmiocyfrowe liczby naturalne, zapisane za pomocg cyfr réznych od
zera.
Wszystkich takich liczb, ktérych cyfry tworzg cigg niemalejacy jest

O o 1434 wiecej niz wszystkich pieciocyfrowych liczb naturalnych podzielnych przez
18.

O 0 436 wiecej niz wszystkich pieciocyfrowych liczb naturalnych podzielnych przez 15

O o 1953 wiecej niz wszystkich pieciocyfrowych liczb naturalnych podzielnych przez
20.

O o 810 wiecej niz wszystkich pieciocyfrowych liczb naturalnych podzielnych przez 16



Dla nauczyciela

Autor: Pawel Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Modele przegrodkowe w kombinatoryce

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XI. Kombinatoryka.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza liczbe mozliwych sytuacji, spetniajgcych okreslone kryteria, z wykorzystaniem
reguly mnozenia i dodawania (takze tacznie) oraz wzor6éw na liczbe: permutacji, kombinacii
i wariacji, rowniez w przypadkach wymagajgcych rozwazenia ztozonego modelu zliczania
elementow;

2) stosuje wspotczynnik dwumianowy (symbol Newtona) i jego wiasnosci przy
rozwigzywaniu problemow kombinatorycznych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

« postuguje sie twierdzeniem o liczbie wszystkich k-elementowych kombinaciji zbioru n
-elementowego,

 zapisuje rownania oraz nierownosci opisujace warunki dotyczace sumy cyfr tejliczby,

 zapisuje rownania oraz nierownosci opisujace warunki dotyczace sumy liczb oczek
otrzymanych w wyniku wielokrotnego rzutu kostkg sze$cienng do gry,

e oblicza, ile jest wszystkich wynikow opisanych powyzszymi warunkami.



Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e pracaz ekspertem.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

o komputery z gltoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
 tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel okresla temat lekcji: ,Modele przegrodkowe w kombinatoryce” oraz cele,
wybrana osoba formutuje kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Przed lekcja nauczyciel wytania wérod uczniow ekspertow, ktorzy zapoznajg sie
z materialem zawartym w sekcji ,,Przeczytaj”. Na lekcji uczniowie pracuja w grupach
pod kierunkiem ekspertow. Eksperci proponujg grupom rozwigzywanie zadan, ktore
przygotowali w domu (zadania oparte na przyktadach z sekcji ,Przeczytaj’). W razie
problemow - stuzg pomocy, wyjasniaja niezrozumiate elementy.

2. Uczniowie wykonujg wspolnie na forum klasy ¢wiczenia nr 1-2.

3. Kolejne ¢wiczenia nr 3-5 uczniowie wykonuja w parach. Nastepnie konsultujg swoje
rozwiazania z inng parg uczniow i ustalajg jedna wersje odpowiedzi, zapisuja problemy,
ktore napotkali podczas rozwigzywania ¢wiczen.

4. Uczniowie rozwigzuja indywidualnie ¢wiczenia nr 6, 71 8. Nauczyciel sprawdza
poprawnos¢ wykonanych, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:



1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotnej. Wybrany uczen podsumowuje zajecia,
zwracajac uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

1. Uczniowie zapoznaja si¢ z medium w sekciji ,Galeria zdje¢ interaktywnych” i rozwiazujg
polecenia z nim zwigzane.

Materialy pomocnicze:
Permutacje, kombinacje, wariacje
Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze wykorzysta¢ Galere zdje¢ interaktywnych do pracy przed lekcja.
Uczniowie zapoznaja si¢ z jej trescig i przygotowujg do pracy na zajeciach w ten sposob,
zeby moc samodzielnie pracowac na lekciji.
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