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Wyznaczanie przyblizonej wartosci miejsca
zerowego funkcji metodg stycznych w jezyku Python

« Wprowadzenie
« Przeczytaj

« Film samouczek
o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Wyznaczanie przyblizonej wartosci miejsca zerowego

funkcji metoda stycznych w jezyku Python

Rozwigzujac niektore problemy matematyczne i informatyczne, mozemy stosowac
algorytmy numeryczne wykorzystujace operacje na liczbach. Jednym z takich algorytmow
jest metoda stycznych, zwana takze metoda Newtona-Raphsona, ktora stuzy do
wyszukiwania wartos$ci miejsca zerowego funkcji z pewng doktadnoscia. Zagadnienie to
omowiliSmy w e-materiale Wyznaczanie przyblizonej wartosci miejsca zerowego funkcji
metodg stycznych.

Teraz zajmiemy sie implementacjg algorytmu wyznaczania przyblizonej wartoSci miejsca
zerowego funkcji metodg stycznych w jezyku Python.

Ciekawi cig, jak wygladajg implementacje w innych jezykach programowania? Mozesz si¢
z nimi zapozna¢ w dwoch pozostalych e-materiatach z tej serii:

« Wyznaczanie przyblizonej warto$ci miejsca zerowego funkcji metoda
stycznych w jezyku C++,

» Wyznaczanie przyblizonej wartosci miejsca zerowego funkcji metoda
stycznych w jezyku Java.

Wiecej zadan? Siggnijdo Wyznaczanie przyblizonej wartosci miejsca zerowego funkcij
metodg stycznych - zadania maturalne.
Twoje cele
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» Przesledzisz implementacje w jezyku Python algorytmu wyznaczania przyblizone;j
wartosci miejsca zerowego funkcji metoda stycznych.

» Wyjasnisz, jak dobiera¢ punkt startowy, aby program wykorzystujacy metode
stycznych zwroécit wynik.

e Zaimplementujesz program znajdujacy przyblizong wartos¢ miejsca zerowego funkciji
metodg stycznych w jezyku Python.



Przeczytaj

W e-materiale Wyznaczanie przyblizonej wartosci miejsca zerowego funkcji metoda
stycznych poznalisSmy algorytm wyszukiwania wartosci miejsca zerowego funkcji z pewna
dokladnoscia. Napiszmy zatem program w jezyku Python, ktory pozwoli dokona¢ obliczenia
przyblizenia takiego pierwiastka.

Pamie¢tajmy, ze kolejne przyblizenia (pierwiastki) wyznaczane s na podstawie
nastepujacego wzoru:

gdzie:

1 - punkt startowy; przyblizona warto$¢ miejsca zerowego funkcji f(z) w przedziale
a, b];

f(z) - przyblizona warto$¢ miejsca zerowego funkcji f(z) w przedziale [a, b]; punkt
przeciecia stycznej do wykresu funkcji f(x) w punkcie z; z osig OX;;

f(z1) - wartos¢ funkcji f(z) w punkcie z;

fi(z1) - pochodna funkcji f(z) w punkcie ;.

Styczna jest geometryczng interpretacja pochodne;j.
Napiszmy program realizujgcy algorytm wyznaczania miejsca zerowego funkcji f(x)
w przedziale [1, 3] z doktadnoscig do trzech miejsc po przecinku.
f(z) = 2* — 5z
Przyktad 1

Tworzymy definicje funkcji o nazwie funkcja. Jejrola jest obliczenie i zwrocenie
wartosci analizowanej funkcji w punkcie x zgodnie z wczesniej podanym wzorem.

1 def funkcja(x):
2 return x ** 3 - 5 * x

Nastepnie tworzymy kolejng funkcje obliczajaca pochodng funkcji, ktorej miejsce zerowe
chcemy wyznaczy¢. Pochodna funkcji f(z) ma nastepujacy wzor:
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fi(z) = 3z* -5
W programie nadajemy jej nazwe pochodna.

def pochodna(x):
return 3 * x ** 2 - 5

Najwazniejszg funkcjg bedzie metoda_stycznych o nastepujacych parametrach: punkt
startowy X1, warto$¢ btedu bezwzglednego ex oraz dokladnos$¢ ey, czyli maksymalna
roznica pomiedzy kolejnymi przyblizeniami, przy ktorej mozemy zakonczy¢ algorytm.

W trakcie pisania programu bedziemy korzystali z funkcji fabs umozliwiajacej obliczenie
wartosci bezwzglednej wyrazenia.

from math import fabs
def metoda_stycznych(x1, ex, ey):
X2 = x1
while True:
X1l = X2
x2 = x1 - funkcja(x1) / pochodna(x1)
if (fabs(x2 - x1) <= ex or funkcja(x2) <= ey):
break

return x2

Na poczatek tworzymy dodatkowa zmienng lokalng x2, ktorej przypisujemy warto$¢
zmiennej x1. W petli nieskonczonejwhile True przypisujemy zmiennejx1 wartos¢
zmiennej x2. W tym momencie wartos¢ zapisana w zmiennej X2 staje si¢ nowym
punktem startowym. Nastepnie zgodnie z przedstawionym wczesSniej wzorem obliczamy
miejsce zerowe i zapisujemy do zmiennej x2. Jezeli roznica pomiedzy kolejnymi
przyblizeniami (warto$¢ bezwzgledna, ktorg obliczamy funkcja fabs()) jest mniejsza lub
rowna wartosci btedu bezwzglednego badz wartos¢ funkcji dla podanego argumentu jest
mniejsza lub rowna doktadnosci, wychodzimy z petli i na koniec zwracamy wartos¢
zmiennej x2, czyli przyblizong warto$¢ miejsca zerowego funkcii.

W omawianym przykladzie wykonanie takiego programu bedzie wyglada¢ nastepujaco
(uzyjemy specjalnego formatowania liczb rzeczywistych):

from math import fabs
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def funkcja(x):
return x ** 3 - 5 * x

def pochodna(x):
return 3 * x ** 2 - 5
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11 def metoda_stycznych(x1, ex, ey):

12 X2 = x1

13 while True:

14 X1 = X2

15 x2 = x1 - funkcja(x1l) / pochodna(x1)
16 if (fabs(x2 - x1) <= ex or funkcja(x2) <= ey):
17 break

18

19 return x2

20

21

22 przyblizenie = metoda_stycznych(3, 0.0001, 0.0001) * 1000
23 print(f"wWartos¢ pierwiastka wynosi {przyblizenie:.4f}")
24 wynik = przyblizenie / 1000

25 print(f"wartosc¢ pierwiastka wynosi {wynik:.4f}")

26

27 # efekt dziatania programu

28 # WartosS¢ pierwiastka wynosi 2236.0681

29 # WartosSc¢ pilierwiastka wynosi 2.2361

Dobieranie punktu startowego oraz zbieznos¢

Wazne!

Zbiezno$¢ nie zawsze musi zachodzi¢. Jezeli Zle dobierzemy punkt startowy, algorytm
stycznej nie zwroci wyniku. W takim wypadku program moze nigdy si¢ nie konczy¢,
poniewaz w kazdejiteracji bedzie si¢ oddalat od znalezienia miejsca zerowego. Taka
zbiezno$¢ nazywamy lokalng. Aby unikng¢ mozliwej nieskoniczonej petli, mozemy do
funkcji wprowadzi¢ parametr, ktory ograniczy liczbe prob, np.:

1 from math import fabs
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def funkcja(x):
return x ** 3 - 5 * x

def pochodna(x):
return 3 * x ** 2 - 5
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11 def metoda_stycznych(x1, ex, ey, max_iter=100):

12 X2 = x1

13 iteracja = 0

14 while True:

15 iteracja += 1

16 if iteracja > max_iter:

17 raise Exception("Zbyt wiele operacji.")
18 X1 = X2

19 x2 = x1 - funkcja(x1l) / pochodna(x1)

20 if (fabs(x2 - x1) <= ex or funkcja(x2) <= ey):
21 break

22

23 return x2

Efekt wykonania takiego kodu dla dwoch wartos$ci parametru x1:

e X1 = 99999999999999

e X1 = 99999999999999999999999

1 print("Test dla wartosci : 99999999999999")

2 przyblizenie = metoda_stycznych(99999999999999, 0.0001, 0.0001)
3 print(f"wWartosc¢ pierwiastka wynosi {przyblizenie:.4f}")

4 wynik = przyblizenie / 1000

5 print(f"wWartosc¢ pierwiastka w przyblizeniu 4 cyfr wynosi {wynik
6 print()

7 print("Test dla wartosci : 99999999999999999999999")

8 przyblizenie = metoda_stycznych(99999999999999999999999, 0.0001
9 print(f"wWartosc¢ pierwiastka wynosi {przyblizenie:.4f}")
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wynik = przyblizenie / 1000
print(f"Wartos¢ pierwiastka w przyblizeniu 4 cyfr wynosi {wynik

R R R
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# Efekt dziatania takiego wywotania funkcji:



14 # Test dla wartosci : 99999999999999

15 # Wartos¢ pierwiastka wynosi 2236.0706

16 # WartosSC¢ pierwiastka w przyblizeniu 4 cyfr wynosi 2.2361

17 #

18 # Test dla wartosci : 99999999999999999999999

19 # Traceback (most recent call last):

20 # File "/home/python/epodreczniki/metoda_stycznych_przyklad.p
21 # przyblizenie = metoda_stycznych(99999999999999999999999,
22 # File "/home/python/epodreczniki/metoda_stycznych_przyklad.p
23 # raise Exception("Zbyt wiele operacji.")

24 # Exception: Zbyt wiele operacji.

O metodzie tej mowimy, Ze jest szybko zbiezna, poniewaz jej zbieznosc¢ jest kwadratowa,
a nie liniowa; zalezy ona jednak od réznych czynnikoéw, m.in. od przyblizenia zatozonego

na starcie oraz od postaci funkcyjnej rownania.

Stownik
algorytm numeryczny

metoda rozwigzywania probleméw matematycznych za pomoca operacji na liczbach
btad bezwzgledny

bezwzgledna roznica pomiedzy dokladng wartoscig a jej uzyskanym przyblizeniem (np.
w wyniku obliczen lub pomiarow)
funkcja wielomianowa

funkcja wyrazana przez wielomian, czyli sume co najmniej dwoch jednomianow
jednomian

iloczyn litery oznaczajgcej zmienng oraz liczby (nazywanej statg)
pierwiastek funkcji

inaczej: miejsce zerowe funkcji, czyli argument, dla ktérego wartos¢ funkcji wynosi zero
pochodna

miara szybkosci, z jaka zmieniajg sie wartosci funkciji; w ujeciu geometrycznym pochodng
stanowi styczna do rozpatrywanej funkcji w ustalonym punkcie
styczna

linia prosta majaca jeden punkt wspolny z linig krzywa, np. wartoscia funkcji w punkcie,
nieprzecinajaca linii krzywej
wartosc bezwzgledna



javascript:void(0);

odlegtos¢ danejliczby od zera na osi liczbowej
zbieznos¢

zmierzanie do pewnej docelowejwarto$ci granicznejwraz ze zwi¢kszaniem si¢ liczby
iteracji



Film samouczek




Polecenie 1

Napisz program wyznaczajacy przyblizong wartos¢ miejsca zerowego metodg stycznych
(zwang takze algorytmem Newtona-Raphsona). Przetestuj jego dziatanie dla funkcji
f(z) = 3 — 22® — 3.

1 # Tutaj dodaj wtasny kod.




Polecenie 2

Poréwnaj swoje rozwigzanie z przedstawionym w filmie.

/Klaorytmy numeryczne |
przyblizone llI

Implementacja algorytmu Newtona-Raphsona, zatozenia i zbieznos¢ metody w jezyku Python

Film dostepny pod adresem /preview/resource/RdkiwJuiieDV4
Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Film nawigzujgcy do algorytméw numerycznych i przyblizonych.

Plik o rozmiarze 265.00 B w jezyku polskim

Polecenie 3

Poréwnaj implementacje zaprezentowang w filmie z tg z sekcji ,Przeczytaj”. Omow, co je rézni.
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Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @ ) @



Cwiczenie 1 @

Mamy dana funkcje f(z) oraz jej pochodna f/(x). Wiemy, ze funkcja f(x) ma jedno miejsce
zerowe znajdujace sie w przedziale (z1, z2).

Napisz program, ktory za pomocg metody stycznych wyznaczy przyblizong wartosé miejsca
zerowego funkcji f(x) w danym przedziale i wypisze ja z doktadnoscia do trzeciego miejsca po
przecinku (nie zaokraglaj ostatniej cyfry).

Przetestuj swéj program dla nastepujacych danych:
o f(z) = zsin(z) +2° -5

e fi(x) = zcos(z) + sin(x) + 3z>

Specyfikacja problemu:

Dane:

funkcja - funkcja f, ktérej przyblizong wartos¢ miejsca zerowego nalezy obliczyé

pochodna - funkcja bedaca pochodna funkcji f

X1 - poczatek przedziatu; liczba rzeczywista

x2 - koniec przedziatu; liczba rzeczywista

Wynik:

e wynik - przyblizona warto$¢ miejsca zerowego funkcji; liczba rzeczywista



Twoje zadania

1. Program oblicza przyblizona warto$¢ miejsca zerowego funkcji f(z) w danym
przedziale (z1, x5) i wypisuje ja na standardowe wyjscie z doktadnoscia do trzech
miejsc po przecinku, bez zaokraglenia.




Cwiczenie 2 O

Zapoznaj sie z wykresem funkcji f(a:) =z 42’ + x4 Ti wykonaj polecenie.

-] -

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Zastanow sie, dlaczego w przedstawionym programie odnalezienie miejsca zerowego zajmuje
tak wiele iteracji. Zmodyfikuj tylko parametr x1 w taki sposéb, aby program wypisat ,Sukces”
oraz w nastepnej linijce wynik bedacy przyblizong wartoscig z doktadnoscig do drugiego
miejsca po przecinku (nie zaokraglaj wyniku).

Specyfikacja problemu:

Dane:

funkcja - funkcja, ktérej miejsce zerowe nalezy obliczy¢

pochodna - pochodna funkcji funkcija

e - doktadnos$¢ rozwiazania; liczba rzeczywista

x1 - wstepne przyblizenie miejsca zerowego; liczba rzeczywista

Wynik:



e program wypisuje na standardowe wyjscie napis ,Sukces” jesli liczba iteracji jest mniejsza
niz 10 lub ,Liczba iteracji” oraz liczbe iteracji; w kolejnej linii powinien zostac
wypisany wynik bedacy przyblizong wartoscia, z doktadnoscia do drugiego miejsca po
przecinku (bez zaokraglania)

Przyktadowe wyjscie:

1 Sukces
2 -1.07

Twoje zadania

1. Program metoda stycznych oblicza przyblizong wartos¢ miejsca zerowego funkcji
funkcja w mniej niz 10 iteracji.







Cwiczenie 3 @

Napisz program, ktoéry za pomoca metody stycznych obliczy rozwiniecie dziesietne liczby 7
z doktadnoscia do piatego miejsca po przecinku. Wykorzystaj odpowiednie funkcje z biblioteki
math.

Pamietaj, ze sin(7) = 0.
Rozwigzanie wypisz z doktadnoscia do pieciu miejsc po przecinku, bez zaokraglania.
Specyfikacja problemu:
Dane:
e T - liczba niewymierna
Wynik:

e wynik - rozwiniecie dziesietne liczby t z doktadnoscia do pieciu miejsc po przecinku;
liczba rzeczywista

Twoje zadania

1. Program oblicza przyblizone do pigtego miejsca po przecinku (bez zaokraglania)
rozwiniecie liczby m.






Dla nauczyciela

Autor: Adam Jurkiewicz
Przedmiot: Informatyka

Temat: Wyznaczanie przyblizonej wartoSci miejsca zerowego funkcji metoda stycznych
w jezyku Python

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Cele ksztalcenia - wymagania ogolne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposoboéw reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzgdzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) w zaleznoSci od problemu rozwigzuje go, stosujgc metode wstepujacg lub
zstepujaca;

3) objasnia dobrany algorytm, uzasadnia poprawnos$c¢ rozwigzania na wybranych
przykladach danych i ocenia jego efektywnoS¢;

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera i innych
urzgdzen cyfrowych.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) projektuje i tworzy rozbudowane programy w procesie rozwigzywania problemow,
wykorzystuje w programach dobrane do algorytmow struktury danych, w tym



struktury dynamiczne i korzysta z dostepnych bibliotek dla tych struktur;

3) sprawnie postuguje sie zintegrowanym Srodowiskiem programistycznym przy
pisaniu, uruchamianiu i testowaniu programow;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

» PrzesSledzisz implementacje w jezyku Python algorytmu wyznaczania przyblizonej
wartosci miejsca zerowego funkcji metoda stycznych.

» Wyjasnisz, jak dobiera¢ punkt startowy, aby program wykorzystujgcy metode stycznych
zwrocit wynik.

e Zaimplementujesz program znajdujacy przyblizong warto$¢ miejsca zerowego funkcii
metoda stycznych w jezyku Python.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;

¢wiczenia praktyczne;

burza mozgow;

mapa mysli.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;



» oprogramowanie dla jezyka Python 3 (lub nowszej wersji), w tym PyCharm lub IDLE.
Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje sie na platformie i udostgpnia e-materiat:
»Wyznaczanie przyblizonej wartos$ci miejsca zerowego funkcji metodg stycznych
w jezyku Python” Uczniowie zapoznaja si¢ z treSciami w sekcji ,,Przeczytaj”
w konteks$cie programowania.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel wyswietla temat i cele zaje¢ zawarte w sekcji ,Wprowadzenie”. Nastepnie
wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

2. Uczniowie metodg burzy m6zgoéw przypominajg najwazniejsze informacje o algorytmie
wyznaczania przyblizonej wartosci miejsca zerowego funkcji metodg stycznych.
Wybrana osoba zapisuje je na tablicy w formie mapy mysli.

Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. Nauczyciel ocenia, na podstawie informaciji na platformie, stan
przygotowania uczniow do zajec¢. Jezeli jest ono niewystarczajgce, prosi wybrang osobe
o przedstawienie najwazniejszych informacji z sekcji ,Przeczytaj”

2. Praca z multimedium. Uczniowie wykonujg polecenie 1 z sekcji , Film samouczek”.
Chetna lub wybrana osoba prezentuje klasie swoj kod. Nauczyciel omawia go,
uczniowie dyskutujg na jego temat. Nastepnie uczniowie w parach porownuja swoje
kody z filmem. Dodaja do nich komentarze.

3. Cwiczenie umiejetno$ci. Uczniowie rozwigzuja ¢wiczenia 1-3 z sekcji ,Sprawdz sie”.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel omawia rozwigzanie ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”
2. Nauczyciel wySwietla na tablicy temat lekcji i cele zawarte w sekcji ,Wprowadzenie”
W kontekscie ich realizacji podsumowuje przebieg zajec¢, a takze wskazuje mocne

i stabe strony pracy uczniow.
Praca domowa:
1. Uczniowie wykonuja polecenie 3 z sekcji ,,Film samouczek”.
Materialy pomocnicze:

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka Python 3 (lub nowszej wersiji).
» Oficjalna dokumentacja techniczna dla oprogramowania PyCharm lub IDLE.



Wskazowki metodyczne:

o Uczniowie mogg wykorzysta¢ multimedium w sekgciji , Film samouczek” do
przygotowania sie do lekcji powtorkowe;j.



