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Zrédto: Thisisengineering RAEng, dostepny w internecie: www.unsplash.pl.

Matematyka wielu starozytnych ludow
sprowadzata si¢ zazwyczaj do operacji na
konkretnych liczbach. Na zapisanych
klinowym pismem glinianych tabliczkach
z Babilonu wielokrotnie mozemy spotkac
niemal te same rachunki, tyle ze
przeprowadzane na innych liczbach.

Naszym celem bedzie juz wkrotce
wykorzystanie liczb do opisu figur
geometrycznych. Zanim jednak w zadaniach
geometrycznych pojawig si¢ konkretne
liczby, zwykle wczesniej mamy do czynienia
ze wzorem ztozonym z abstrakcyjnych

znakow.
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Tabliczka zapisana pismem klinowym z kolekciji
Kirkora Minassiana w Bibliotece Kongresu
Zrédto: dostepny w internecie: https:/pl.wikipedia.org/,
domena publiczna.



Twoje cele

e Rozwiazesz zadania wykorzystujgc prawa rozdzielnosci mnozenia wzgledem

dodawania i odejmowania.
» Przeksztalcisz nieskomplikowane wyrazenia algebraiczne.
o Wykazesz zwigzek algebry z geometrig.



Przeczytaj

Spojrzmy na nastepujace znane ze szkoty podstawowej zdanie: ,, Pole prostokata o bokach a
oraz b jest rowne ab.”

Powyzsze twierdzenie pozwala nam oblicza¢ pola dowolnych prostokatow - wystarczy
jedynie w miejscach, gdzie s3 litery a i b, podstawi¢ konkretne liczby. Podobnie rzecz
wyglada ze wzorami na pole rownolegtoboku, trapezu, trojkgta rownobocznego: one tez
zawieraja ,abstrakcyjne” litery.

Ten bardzo wygodny sposob zapisu wiedzy matematycznej, w ktorym zamiast konkretnych
liczb uzywa sie¢ liter, wymaga jednak pewnego obycia z tzw. wyrazeniami algebraicznymi.
Dlatego teraz przypomnimy, jak przeksztalcac¢ takie wyrazenia.

Przyktad 1

Zacznijmy od jednego z najpardziej podstawowych praw algebry, ktérego geometryczna
interpretacja jest nastepujgca: wyobrazmy sobie, ze w prostokacie o bokach a oraz b bok
dtugosci b wydtuzono o ¢ jednostek (rysunek ponizej). Pole powstatego prostokata jest
réwne a - (b + c). Z drugiej strony jest ono réwne sumie pol dwoch prostokatow o polach
rownych odpowiednio ab oraz ac.

A zatem:

a-(b+c)=a-b+a-c




Ro6wno$¢ ta zwana jest prawem rozdzielnoSci mnozenia wzgledem dodawania. Gdy
podstawimy w niej —c za ¢, uzyskamy prawo rozdzielno$ci mnozenia wzgledem
odejmowania:

a-(b—c)=a-b—a-c.

Te dwie rownosci pozwalajg przeksztatcac¢ wiele prostych wyrazen.
Wazne!

Podstawienia —c za ¢ mozna dokonac nastepujaco:

najpierw w miejsce ¢ wpisujemy puste miejsce w nawiasach:
a-b+())=a-b+a-(),

nastepnie w puste miejsce wpisujemy —c:
a-(b+(—c))=a-b+a-(—c),

na koncu pozbywamy si¢ dopisanych nawiasow:
a-(b—c)=a-b—a-c.

Przyktad 2

Wyrazenie:

a-(a—c)+c-(a+b)

zapiszemy bez uzycia nawiasow.

Pozbywajac si¢ nawiasow, otrzymujemy:
a-(a—c)+c-(a+b)=a®>—ac+ac+bc=a’®+bc

Zauwazmy, ze zredukowaliSmy tu wyrazy podobne —ac oraz ac.

Przyktad 3

Rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania przydaje si¢ tez do obliczania w pamieci
niektorych iloczynow. Na przyktad, obliczajgc w pamigci iloczyn 52 - 7, liczymy osobno
iloczyn 50 - 7 i osobno iloczyn 2 - 7, a nastepnie dodajemy otrzymane wyniki. Zatem
rozumowanie nasze przebiega wedlug ponizszego schematu:

52-7=(50+4+2)-7=50-7+2-7=350+ 14 = 364.
Zauwazmy, ze zastosowaliSmy wzor:

a-(b+c)=ab+acdlaa=7b=50c=2.
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Przyktad 4

Wykazemy, ze pole litery H na rysunku ponizejwyraza si¢ wzorem: Py = 2ab + bc — 2cd

Mozemy rozumowac rozmaicie.

Sposab 1. Jesli zielong liter¢ H uzupetlnimy dwoma btekitnymi prostokgtami o wymiarach
¢ x d (tzn. o bokach ci d), to uzyskamy prostokat (o czarnych bokach na rysunku)
o wymiarach (a + ¢+ a) x b.

at+c+a




Stad pole niebieskiejlitery H mozemy obliczy¢, odejmujac od pola prostokata
o wymiarach (2a + ¢) x b pola dwoch prostokatow o wymiarach ¢ x d:

P = (2a+c)-b—2cd=2ab+ bc — 2cd.

Sposdb 2. Dodajemy pola dwoch czerwonych prostokgtow o bokach a i b oraz pole
pomaranczowego prostokata. Jeden z bokéw pomaranczowego prostokgta ma dlugosc c.
Dlugos¢ drugiego boku tego prostokata jest réznicg wysokosci ,boku litery H”

i wysoko$ci dwoch ,nozek litery H”, czyli wynosi b — 2d.

b b—2d

Stad:
P =2ab+c- (b—2d) = 2ab+ bc — 2cd.

Zauwazmy, ze niezaleznie od sposobu rozumowania wynik jest taki sam. W pierwszej
fazie moze on by¢ odmiennie zapisany, ale po pozbyciu si¢ nawiasow -
zgodnie z prawami algebry - musimy otrzymac zawsze sume tych samych sktadnikow.

Rozpatrzmy teraz mnozenie sumy (a + b) przez sume (c + d). Dwukrotnie korzystajgc
z rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania, otrzymujemy:

(a+b)-(c+d)=a-(c+d)+b-(c+d)=ac+ ad+ bc+ bd.

Ten algebraiczny fakt takze ma prostg interpretacje geometryczna: pole prostokata
obokach (a + b) oraz (c + d) jest rowne:

P=(a+b)-(c+d).



Z drugiej strony pole to jest suma pol kolorowych prostokatow (rysunek ponizej), czyli jest
rowne:

P = ac+ ad + bec + bd.
A zatem:

(a+1b)-(c+d) =ac+ ad + bc + bd.

m
(a+b)(c+d) =
N~
— ac+ ad -+ bc+ bd

Stosujac prawo rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania pokazemy, jak bez
uzywania kalkulatora obliczy¢ 51 - 98.

Obliczamy zgodnie z poznanymi zasadami:



51-98=(50+1)-98=50-98+1-98=50-(100—2)+1-(100 —2) =
=50-100-50-2+1-100—1-2 = 5000 — 2 = 4998.

Odp. 51 - 98 = 4998.

Przyktad 6

Uproscimy wyrazenie: W = (z — 2y) - (z + y) + zy.

Najpierw pozbywamy sie nawiasow:

W= (zx—2y) - (z+y) +zy=2>+2y— 2xy — 24° + 2v.

Nastepnie redukujemy wyrazy podobne:

W= (zx—2y)-(z+7y) +zy=2>+ 2y — 2zy — 29> + xy = 2° — 2°.
A zatem:

W = 2% — 2%

Przyktad 7

Obliczymy teraz w inny sposob pole litery H z przyktadu 5.

c+ 2a b—2d

Pole to jest sumg pol czterech pomaranczowych prostokatéw o wymiarach a x d
i jednego zielonego prostokata o wymiarach (b — 2d) x (¢ + 2a).

Stad:



P =4ad+ (b—2d) - (c+ 2a) = 4ad + bc + 2ab — 2dc — 4ad = 2ab + bc — 2cd.
Oczywiscie, wynik ten zgadza si¢ z naszymi poprzednimi obliczeniami.
Przyktad 8

Z pieciu przystajacych zielonych prostokgtow utworzono litere P tak, jak to wida¢ na
ponizszym rysunku.

Pole widocznego na nim wigkszego z fioletowych kwadratéw jest rowne S, a pole
mniejszego fioletowego kwadratu jest rowne T'. Obliczymy pole figury P w zaleznoSci
od SorazT.

Oznaczmy diugosci: krotszego boku zielonego prostokata przez z, a dtuzszego boku -
przez y.

Poniewaz, jak to odczytujemy z rysunku, dtugos¢ boku wigkszego z fioletowych
kwadratow jest rowna y, a dlugo$¢ boku mniejszego fioletowego kwadratu jest rowna

y—z,wiecy =+ Sorazy — z = VT,skad z = VS — VT.

Litera P zbudowana jest z pieciu przystajacych zielonych prostokatéw o bokach z iy,

zatem jej pole jest réwne S5zy =5 - (\/§ — \/T) -v/§ =58 —5+/8T.

Stownik

prawo rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania



| a-(b+c)=a-b+a-c



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja pokazujaca, jak przeksztatca¢ wyrazenia algebraiczne, a nastepnie

rozwiagz zadania zamieszczone ponizej.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DFV3TPeZM

Film nawigzujacy do tresSci materiatu dotyczacego przeksztalcania wyrazen algebraicznych.

Polecenie 2

Zapisz w zaleznosci od a, b i ¢ wzér na pole litery L pokazanej na rysunku ponizej:

Polecenie 3

Oblicz bez uzywania kalkulatora 197 - 406.

Polecenie 4

Oblicz wartos¢ wyrazenia (z + ) - (z — Ty) + 6zy dlaz = 8v/17 iy = 5V/3.


https://zpe.gov.pl/a/DFV3TPeZM

Polecenie 5

Dany jest prostokat o bokach a i b. Jezeli bok a przedtuzymy o 2, a bok b przedtuzymy o 3, to
pole prostokata zwiekszy sie o 25.

Oblicz, o ile zwiekszy sie pole danego prostokata, jezeli bok a przedtuzymy o 6 i jednoczesnie
bok b przedtuzymy o 9.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wynikiem dziatania (\/3 + \/5) -v10 — 5\/§jest liczba:

O V2
O V5
O 25

O 2v/2

Cwiczenie 2

Wyrazenie zy + 3y + 4z 4 12 mozna zapisac jako:

O (+3)-(y+4)
O (@+3)-(y+3)
(O 8xy+12

O (z+y)-(4+3)




Cwiczenie 3

Wartos¢ wyrazenia (x — 1) - (z + 3) — (x + 4) -  + 9z jest rowna 6. Zatem liczba
WYNOosi

O 5

O 1,3

Cwiczenie 4

Oblicz wartos¢ wyrazenia W dla danej liczby a:

W=41+5-(a—6)—2-(3—5a) —16a,a = (—3) "

W= |

W=02a—-5) (a+1)—(1+3a)-7+12-(2a+1),a =72 -3
w=| |

W=(+3)-2—(a + 2)-a,a=+3
W= |

Cwiczenie 5

Wyrazenie (a — 2b) - ¢+ (¢ + 3a) - (b — a) + b - (¢ — 2a) mozna zapisa¢ w postaci:

‘az —|—3bch2—3acHab—3a2’ 3ab — cb




Cwiczenie 6

Potacz w pary réwne wyrazenia:

(@—b)-c+3b-(d+c) ab + cd
(@+0b):(c+d)—ad—bc b-(a+c)
(a+c): (b+d) —ad—bc (2b+ a) - ¢+ 3bd
(a—2d)-b+b-(2d+c) ac + bd

Cwiczenie 7 @

Dany jest prostopadtoscian o krawedziach a, b i c. Jezeli krawedz a przedtuzymy o 1, krawedz
b przedtuzymy o 2, a krawedz ¢ przedtuzymy o 3, to pole powierzchni tego prostopadtoscianu
zwiekszy sie 0 51.

Oblicz, o ile zwiekszy sie pole powierzchni danego prostopadtoscianu, jezeli krawedz a
przedtuzymy o 6, krawedz b przedtuzymy o 12, a krawedz ¢ przedtuzymy o 18.

Pole danego prostopadtoscianu zwiekszy sie o

Cwiczenie 8 @

Mozna tak dobra¢ wartos$¢ dodatniej liczby catkowitej k, zeby wartos$¢ wyrazenia
t = (102k + 10k+1) . (10_2k + 1O_k_1) spetniata warunek:

102920 4+ 2 « ¢ < 102020 4 3
102 <t < 103

12 <t <13

o o O O

2<t<3



Dla nauczyciela

Autor: Witold Sadowski, Pawetl Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przeksztalcanie wyrazen algebraicznych

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

ll. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy. Uczen:

2) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jednej i wielu zmiennych;
3) wytacza poza nawias jednomian z sumy algebraicznej;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

» wykonuje dodawanie, odejmowanie wyrazen algebraicznych,
» wykonuje redukcje wyrazow podobnych,

e mnozy przez siebie dwie sumy algebraiczne,

» przeksztalca wyrazenia algebraiczne,

e tworzy wyrazenie algebraiczne opisujace obwod, pole figury.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm
e konektywizm

Metody i techniki nauczania:

e mapa mysli
» metoda tekstu przewodniego



» metoda krokodyla
Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do internetu
» projektor multimedialny

Przebieg lekcji

Przed lekcja:

Uczniowie przypominajg sonie wtasnosci dziatan na liczbach.
Faza wstepna:

1. Nauczyciel inicjuje rozmowe na temat sposobow przeksztatcania wyrazen
algebraicznych.

2. Uczniowie w grupach tworzg mapy mysli ilustrujace wiasnosci dziatan, nastepnie
porownujq je, projektujgc jedng wspolng mape.

3. Nauczyciel przedstawia uczniom temat lekcji, wskazuje cele zaje¢ oraz ustala
z uczniami kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj” i animacji. Analizujg przedstawione przyktady
i notujg pytania. Nastepnie przedstawiaja pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie indywidualnie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, metoda
krokodyla. Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu rzeki”
i ;ozywia sie” tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.

Faza podsumowujaca:

i

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Wybrany uczen lub uczennica podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte
umiejetnosci, odnoszac si¢ do postawionych na poczatku lekciji kryteriow sukcesu.

Praca domowa:

Uczniowie wykonuja polecenia 2-5 w sekcji ,Animacja”.



Materialy pomocnicze:
» Dzialania na wyrazeniach algebraicznych
Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzystac jako wstep do zagadnien zwigzanych z rozwigzywaniem
rownan.
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