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Zrédto: Chris Karidis, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Czy wiesz, co to jest sympleks? Stowo sympleks oznacza prosty. Nazwe sympleks nosza
pewne obiekty matematyczne. Rozwaza si¢ je w przestrzeniach o roznych wymiarach. Na
prostej sympleksem jest odcinek, na ptaszczyznie trojkat, a w przestrzeni czworoscian.




Wyobrazmy sobie wazon w ksztalcie ostrostupa trojkatnego. Ile litrow wodny nalezy wla¢ do
takiego wazonu, aby zapeini¢ go w catosci? Na pytanie to uzyskamy odpowiedz, gdy znajgc
wymiary wazonu obliczymy jego objetosc.

Twoje cele

e Obliczysz objetos¢ ostrostupa trojkatnego.
» Wykonasz obliczenia geometryczne z wykorzystaniem trygonometrii i znanych

twierdzen.



Przeczytaj

W tym materiale skupimy si¢ na obliczaniu objetosci ostrostupa trojkgtnego.

Ostrostup tréjkatny, to taki ostrostup, ktérego podstawg jest trojkat. Sciany boczne
ostrostupa s3 trojkatami o wspolnym wierzchotku zwanym wierzchotkiem ostrostupa.

Ostrostup trojkatny jest inaczej nazywany czworoscianem.
Wsrod ostrostupow trojkatnych mozemy wyréznic ostrostupy:

e proste,

e pochyle.

Ostrostup tréojkatny nazywamy ostrostupem prostym, jesli spodek wysokosci

ostrostupa pokrywa si¢ ze srodkiem okregu opisanego na jego podstawie. Ostrostup

prosty ma wszystkie krawedzie boczne rownej dlugosci.
Ostrostup trojkatny pochyly nie spelnia opisanej powyzej wlasnosci.

Jesli wszystkie krawedzie boczne ostrostupa tworzg z podstawg katy rownej miary, to
spodek wysokosci jest jednakowo oddalony od wierzchotkéw podstawy jest, wiec

srodkiem okregu opisanego na podstawie.

Jesli wszystkie Sciany boczne tworza z podstawa katy rownej miary, to spodek
wysokosci jest jednakowo oddalony od krawedzi podstawy. Jest wiec Srodkiem okregu

wpisanego w podstawe.
Objetos¢ ostrostupa wyraza sie za pomoca wzoru:
1
V=35-P-H

gdzie:
P, - oznacza pole podstawy ostrostupa,
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H - wysokosc¢ bryty.

Dla czworoscianu foremnego o krawedzi a:

Objetosc:

a3/2
V= 12

Zaleznosc¢ objetosci ostrostupa tréjkatnego od objetosci
graniastostupa

Zapoznaj si¢ z ponizszym apletem. Zauwaz jak zmienia si¢ objetoS$¢ ostrostupa
trojkatnego wzgledem objetosci graniastostupa (sze$cianu). Przesuwajgc punkt A lub
B zmieniasz dtugo$¢ krawedzi podstawy, gdy przesuniesz punkt G zmieniasz
wysokoS¢ ostrostupa oraz graniastostupa. Czy zauwazasz zwigzek miedzy
objetosciami tych bry}?

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DEey9jBxa

Wazne!

Pamietaj, ze objetosc¢ ostrostupa jest jedng trzecig objetosci graniastostupa o tym

samym polu podstawy oraz wysokosSci.
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Przyktad 1

Obliczymy objetosc¢ ostrostupa, ktorego podstawg jest trojkat prostokatny
rOwnoramienny o przyprostokatnych dtugosci 8, a krawedzie boczne sg rowne

i tworzg z podstawa kat o mierze 60°.

Rozwigzanie

Zasadniczym elementem zadania jest ustalenie, gdzie znajduje si¢ spodek

wysokosci ostrostupa.
Wiemy, ze ostrostup ma krawedzie boczne rownej dtugosci, wiec spodek
wysokosci ostrostupa pokrywa si¢ ze srodkiem okregu opisanego na jego

podstawie.

W tym przypadku jest to srodek przeciwprostokatnej, bo podstawg jest trojkat
prostokatny.

Wykonujemy rysunek z odpowiednimi oznaczeniami.

D

A

Wiemy, ze |AC| = |BC| = 8 sa dlugo$ciami ramion tréjkata prostokatnego
w podstawie, wiec |AB| = 8+/2.



Oznaczamy |AD| = |BD| = |CD| = d, bo z tresci zadania wynika, ze

w ostrostupie prostym krawedzie boczne sg rownej dlugosci, miara kata a = 60°.
Wysokos¢ ostrostupa to odcinek DS, oznaczamy |DS| = H.

Krawedzie boczne ostrostupa sg nachylone do ptaszczyzny podstawy pod katem
60°, stad wniosek, ze trojkat ABD jest rownoboczny i
d = |AD| = |BD| = |AB| = 8V/2.

Wysoko$¢ ostrostupa jest wysoko$cia $ciany bocznej ABD, zatem:

dv3 _ 8V23 "
H= %2 = 8V2¥3 — 4,/6
Obliczamy pole podstawy ostrostupa:
P,=5-82=32

Mamy juz pole podstawy, mozemy obliczy¢ objetos¢ ostrostupa:

V = % -P,-H
V=1.32.4/6 = 1280
V= 1283\/5

Przyktad 2

Podstawg ostrostupa ABCD jest trojkat ABC, a krawedz AD jest wysokoscig
ostrostupa. Oblicz objetos¢ ostrostupa ABC D, jesli wiadomo, ze | BC| = 6,
|BD| = |C'D| = 13 i pole jednej éciany bocznej prostopadiej do podstawy wynosi

30. Podaj wszystkie mozliwe odpowiedzi.

Rozwigzanie



Wykonujemy rysunek z odpowiednimi oznaczeniami.

D

Oznaczymy dlugos$¢ wysokosci ostrostupa przez H, z przystajacych trojkatow
prostokatnych ABD i AC'D na podstawie twierdzenia Pitagorasa mamy:

|AB|?> + |AD|* = |BD|?
|AB|* + H? = 13?
|AB| = |AC| = v/13% — H2 = /169 — H?

Zauwazmy, ze trojkat ABC jest rownoramienny i oznaczamy dtugo$c¢ jego
wysokosci |AE| = h.

Na podstawie twierdzenia Pitagorasa dla trojkagta ABE mamy:

|AB|* = h? + 32

h=4/|AB|> =9 =169 — H> — 9 = /160 — H?

Mozemy teraz wykorzystac podane pole Sciany bocznej ostrostupa.




P=41.|AB|-H=%-V169 - H? - H

30 = 5 -v169 — H2- H

60 =169 — H2 - H

Podnoszgc obie strony do kwadratu mamy:

3600 = 169H% — H*

H* —169H? + 3600 = 0

Otrzymali$my rownanie dwukwadratowe, wiec podstawmy H? = t, gdziet > 0
t? — 169t + 3600 = 0

A =169% — 4 - 3600 = 28561 — 14400 = 14161

VA =119

t = 10109 — o5 jub¢ = 194119 — 144

Stad wyznaczamy H = 5lub H = 12bo H > 0, mamy wiec dwa rozwigzania.

Nalezy teraz obliczy¢ pole podstawy i objetos¢ ostrostupa w kazdym
z przypadkow.

1. Przypadek dla H = 5.
Obliczamy pole podstawy:

Pp:%'6'h:3'\/160—H2:3'\/160—25:3\/135:9\/15

Obliczamy objetos¢ ostrostupa:

V=x-P,-H
V=1-9/15-5=15V15



2. Przypadek dla H = 12.
Obliczamy pole podstawy:

P,=%-6-h=3-v160 — H2=3-/160 — 144 = 12

Obliczamy objetos¢ ostrostupa:

V=% -P-H
V:%-12-12:48
Odpowiedz:

V =15v15 [*] lub V = 48 [j%].

Przyktad 3

W ostrostupie trojkatnym wszystkie krawedzie boczne i dwie krawedzie podstawy
majg dtugos¢ b, a kat nachylenia krawedzi bocznej, przechodzacej przez
wierzchotek wspolny rownych krawedzi podstawy, do ptaszczyzny podstawy ma

miare a. Oblicz objetosc¢ tego ostrostupa.
Rozwigzanie

Wykonujemy rysunek z odpowiednimi oznaczeniami.




Korzystajgc z trojkata D EB mozemy obliczy¢ wysoko$¢ ostrostupa

B = sinato |DE| =b-sina

Zauwazmy, ze trojkaty AF'D i AF B sg przystajace.

Zatem |FD| = |FB|itrojkat BF D jest rownoramienny, stad punkt G jest
srodkiem odcinka DB.

Z trojkata F'BG mamy:

|GB|

75 = cosato |FB| = :

2cos

Teraz z trdjkata prostokgtnego ABF obliczamy dtugo$¢ odcinka AF.
|AF|* 4 |FB|* = |ABJ?

AFP =0 — (32) =02 —

2cos 4cos? o

2 2 y— 2 yv—sin2 ov—cos2
|AF’ — b2 — b = b 4 cos (21 1 _ b\/ 4cos? o sm2a cos? a
4 cos® a 4 cos?® « 4 cos® o

|AF| = 2/3— tg? a

Zatem objetosc¢ jest rowna
V=1.-P,-H

V =+ -+ -2|AF|- |FB|-|DE]
V=1 3/5 tga- oy -bsina
V= %-tga- V/3— tg? o




Odpowiedz:
V=2 tga-v/3-tg2a %]

Stownik

ostrostup prawidtowy

ostrostup, ktorego podstawg jest wielokat foremny i spodek wysokosci ostrostupa
pokrywa sie ze Srodkiem okregu opisanego na jego podstawie

spodek wysokosci bryty

rzut prostokatny wierzchotka bryty na ptaszczyzne podstawy

ostrostup prawidtowy tréjkatny

ostrostup prosty, ktorego podstawg jest trojkgt rownoboczny

czworoscian foremny

ostrostup prawidlowy trojkatny, ktorego wszystkie cztery $ciany sg trojkatami

roOwnobocznymi



Symulacja interaktywna

Polecenie 1
Zapoznaj sie z ponizsza symulacjg interaktywna. Zauwaz jak zmienia sie objetos$¢
ostrostupa tréjkatnego, gdy zmienia sie krawedz podstawy lub wysokos$¢ ostrostupa.

Uzyj suwakow, by zmieni¢ dtugosc krawedzi podstawy a i wysokos¢ H ostrostupa.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DKsZWI0TK



https://zpe.gov.pl/a/DKsZWJ0TK

Polecenie 2
Oblicz objeto$¢ ostrostupa z rysunku, gdy | AB| = 4, wysoko$¢ |AD| = 5. Wiedzac, ze

w podstawie jest trojkat prostokatny réwnoramienny.

D

Polecenie 3
Ustaw w symulacji punkt D tak, aby odcinek H zwiekszyt sie dwukrotnie oraz punkt A
tak, aby krawedz podstawy zwiekszyta sie dwukrotnie. Oblicz, jakg czescig objetosci

pierwotnej jest objetos¢ ostrostupa po zmianie.



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)
Dwie sasiednie sciany ostrostupa trojkatnego sg prostopadte. Ich wspdlna krawedz ma
dtugosc¢ b, zas wysokosci tych $cian opuszczone na wspdlng krawedz sg réwne a oraz c,

jak na rysunku.

Cwiczenie 2 ©)
Cwiczenie 3 O
Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5 O
Cwiczenie 6 O
Cwiczenie 7 QO

Cwiczenie 8



Cwiczenie 9 @
Podstawa ostrostupa ABC'D jest tréjkat rownoramienny o podstawie | AB| = b i kacie
o pomiedzy ramionami. Krawedz C'D jest wysokoscig ostrostupa, a kat nachylenia

$ciany ABD do podstawy ostrostupa jest réwny 3. Oblicz objeto$c¢ tego ostrostupa.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Biernacka

Przedmiot: Matematyka

Temat: ObjetosS¢ ostrostupa trojkatnego

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria. Zakres podstawowy.

Uczen:

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) wyznacza przekroje szeScianu i ostrostupow prawidlowych oraz oblicza ich pola, takze
z wykorzystaniem trygonometrii.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

« oblicza objetos¢ ostrostupa trojkatnego

 stosuje znane twierdzenia w obliczaniu objetoSci ostrostupa trojkatnego

» wykorzystuje zwigzki miedzy odcinkami ostrostupa trojkatnego w celu budowania
rozwigzania zadania

» wykorzystuje zwigzki trygonometryczne do obliczania objetosci ostrostupa trojkatnego



Strategie nauczania:

» konstruktywizm
e konektywizm

Metody i techniki nauczania:

e odwrocona klasa
e mapa mysli
» metoda tekstu przewodniego

Formy pracy:

e pracaw grupach
e pracainduwidualna
» praca calego zespotu

Srodki dydaktyczne:

» przyklady bryt ostrostupa trojkatnego, modele rzeczywiste lub wirtualne
» komputery z dostepem do Internetu dla uczniow i nauczyciela
» projektor multimedialny

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi, aby uczniowie przypomnieli sobie wiadomosci dotyczgce wlasnosci
ostrostupow oraz obliczania objgtosci ostrostupow:
o Objetos¢ ostrostupa
o Ostrostup i jego wtasciwosci

Faza wstepna:

1. Uczniowie przygotowujg mape mysli przedstawiajgca wiasnosci ostrostupow
w szczegolnosci ostrostupa trojkatnego, prostego oraz pochytego.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli klase na grupy. Uczniowie w grupach metoda tekstu przewodniego
analizuja poszczegodlne przyklady obliczania pola powierzchni ostrostupa trojkatnego.
Wspolnie wyjasniajg sposob rozwigzania opisany w przyktadach.

2. Nauczyciel poleca, aby uczniowie samodzielnie rozwigzali zadania z polecenia 1i 2.

3. Uczniowie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne w celu utrwalenia
i sprawdzenia nabytych umiejetnosci.
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Faza podsumowujaca:

» Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byty omawiane w trakcie lekciji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca uczniom wykonac te ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty
wykonane podczas lekcii.

Materialy pomocnicze:

o Ostrostup i jego wtasciwosci
» Objetosc¢ ostrostupa

Wskazowki metodyczne:

W sytuacji, gdy nauczyciel przewiduje, ze nie uda mu si¢ zrealizowa¢ wszystkich
zaplanowanych zagadnien podczas jednejlekcji, moze tak zorganizowac lekcje, zeby
symulacje interaktywng wykorzystac jako element pracy domowej. Symulacje interaktywng
mozna wykorzysta¢ w lekcji ,Rodzaje ostrostupow” jako model ostrostupa, ktérego postawg
jest trojkat prostokgtny rOwnoramienny.
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