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Funkcje trygonometryczne sinusa podwojonego kata -

zastosowania do obliczen

Zrédto: Chris Ashe, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Na poprzednich lekcjach poznate$ wzory na funkcje trygonometryczne sumy i roznicy
katow oraz wzory na funkcje trygonometryczne podwojonego kata. Na tej lekcji skupimy sie
na wzorze na sinus podwojonego kata. Za pomocg tego wzoru bedziemy mogli dowodzi¢
tozsamosci, oblicza¢ wartosci sinusa podwojonego kata, gdy znane s3 funkcje
trygonometryczne pojedynczego kata.

Twoje cele

» Zastosujesz wzor na sinus podwojonego kata do obliczania wartos$ci innych katow.
» Zastosujesz wzor na sinus podwojonego kata do dowodzenia tozsamosci.



Przeczytaj

Zacznijmy od przypomnienia wzorow na sinus i cosinus podwojonego kata:

Twierdzenie: o funkcjach podwojonego kata
1. Dla dowolnych katow a zachodza wzory:

sin 2a = 2sin « - cos o,

2 2

cos2a =2cos’a—1=1— 2sin®a = cos® a — sin® a.

2. Dla takich katow o, ze a # T + % ia# 5 + km, gdzie k € Z, zachodzi wzor:

2tga

tg 2a = T tela "

W wielu zadaniach zamiast poznanych wzorow wykorzystuje sie¢ wzory na funkcje
trygonometryczne podwojonego kata uzaleznione od tangensa tego kata. Teraz
przedstawimy taka zalezno$¢ dla sin 2a.

W znanym wzorze na sin 2« zapiszmy za pomocg jedynki trygonometrycznej:

sin 200 = 2sina - cos a = 2Snacosa
sin” a+-cos” «

1
cosla *

Rozszerzmy ulamek przez Otrzymujemy wowczas:

sin a-cos o
2sinarcosa cos2
sin® a+cos? a sin atcos?a

COS2 (e}

Wykorzystajmy zalezno$c¢: tg o = EEITZ

sin a-cosa
Qsncosa

COS2 a — 2 tg (2]
2 tg? a+1"

sin2 a+cos?

COS2 a

Zwro¢my uwage na to, ze w trakcie przeksztatcen dzieliliSmy przez cos a;, a zatem
konieczne bedzie zatozenie, ze x # 5 + km, gdzie k € Z.

Zapiszmy zatem twierdzenie:
Twierdzenie: o sinusie podwojonego kata
Zatozenie: x # 5 + km, gdzie k € Z.

Wowczas zachodzi wzor:

2tga
1+tg?a”

sin 2ax =


javascript:void(0);

A teraz przedstawimy kilka zastosowan poznanych wzoréw do rozwigzania typowych zadan
obliczeniowych.

Przyktad 1

Obliczymy sin 2a, jezeli sina = —0,8 oraz 180" < o < 270"
Rozwigzanie:
Poniewaz 180" < a < 2707, wiec cosa < 0.
Na poczatku, korzystajac z jedynki trygnometrycznej, obliczymy cos a:
cosa = —m = —4/0,36 = —0,6.
Korzystajgc ze wzoru na sin 2o zapisujemy:
sin2a = 2sina - cosa = (—0,8)(—0,6) = 0, 48.

Przyktad 2

Obliczmy wartos¢ wyrazenia sin a — cos ¢, jezeli wiadomo, ze sin 2a = — %
Rozwigzanie:

Podniesmy do kwadratu wyrazenie, ktorego warto$¢ mamy obliczyc¢:

2 2

(sina — cosa)2 — sin“ o — 2 sin o cos & + cos” a.

Zauwazmy, ze W zapisie pojawia sie wyrazenie, ktore mozna zastgpic¢ sin 2a:

sin? @ — 2sina cosa + cos? a = 1 — sin 2a.
Stad otrzymujemy:
(sina—cosa)?=1—(—%) = 4L
Stad otrzymujemy odpowiedz: sina — cosa = % lubsina — cosa = —%.
Przyktad 3
Obliczmy warto$¢ wyrazenia sin 5 jezeli wiadomo, ze sina = —0,81180° < a < 270°.
Rozwigzanie:

Do rozwigzania zadania wykorzystamy wzor na sinus podwojonego kata :

. 2t
sin283 = 1+tgg2ﬂﬂ.


javascript:void(0);
javascript:void(0);

Niech o = 2. Woczas wzor przyjmuje postac:

. 2tg 5
sino = 5o
Podstawiamy do wzoru sina = —0, 8.
Otrzymujemy rownanie:
0 8 — ﬁ_
U - 1+tg2 % ’

z ktorego wyliczymy tg 5.

2tg? 2 +5tg 2 +2=0.

Podstawiamy nowa zmienna ¢t = tg <.

Rozwigzujemy rownanie kwadratowe 2t + 5t + 2 = 0:

A=25-16=9

t=—-2lubt=—%

Wobec tego: tg 5 = —21lubtg 5 = —%.

Poniewaz 180" < a < 2707, wiec 90" < & < 135°. Stagd wynika, ze tg § = —2.

Obliczymy teraz sin 5 :

s .. sin &
jezelitg 5 = —2,totg5 = -2 = COS% .
Wobec tego cos 5 = —%sin 5 -

Korzystajac z jedynki trygonometrycznej otrzymujemy:

1

12 ‘2 2
78In” 5 + sin

2 — 1,czylisin® & = 1.

Poniewaz 90° < 5§ < 135°, wiec sin 5 jest liczba dodatnig, czyli sin § = 27\/5
Przyktad 4

Udowodnimy, ze rownos¢:

2sina—sin2a __ l—cos«
2sina+sin2a = 14cosa
jest tozsamoscig.

Dowod:


javascript:void(0);

Zapiszmy zatozenia:
2sin a + sin 2a # 0,
1+ cosa # 0.

Korzystajgc ze wzoru na sinus podwojonego kata zapiszmy lewg stron¢ nastepujaco:

L = 2sina—sin2a __ 2sina—2sina-cosa __ 2sina(l-cosa) _ 1-cosa __ P
T 2sina+sin2a ~ 2sina+2sina-cosa ~ 2sina(l4cosa) — 14+cosa T T

co konczy dowod tozsamosci.

Stownik
jedynka trygonometryczna

podstawowa tozsamos¢ trygonometryczna: dla kazdego kata a zachodzi rownos¢

2

sin?a + cos®’a = 1.

o sinusie podwojonego kata
Jezelia # & + km, gdzie k € Z, to:
2tga

sin 2o = T‘cgra




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja, a nastepnie wykonaj polecenia znajdujace sie pod nia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D5d0kgmUI

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcego funkcji trygonometrycznych sinusa
podwojonego kata.

Polecenie 2

Uzasadnij, ze rownos¢

1+sin 2a

Snatcosa . SIMQ T COSQ

jest tozsamoscia.

Polecenie 3

sin10°-(1+tg57)

) =2

Udowodnij, ze



https://zpe.gov.pl/a/D5d0kgmUI

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Cwiczenie 4

Cwiczenie 5

Cwiczenie 6

Cwiczenie 7

Oblicz warto$¢ liczbowa wyrazenia cos 20 “cos 40° cos 80°.

Cwiczenie 8

Oblicz warto$¢ wyrazenia sin(7 + 2a) jezeli wiadomo, Ze sin a + cos a =

1
7



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: Funkcje trygonometryczne sinusa podwojonego kata - zastosowania do obliczen
Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VII. Trygonometria. Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katéw od 0° do 180° ,
w szczegolnosci wyznacza wartosci funkeji trygonometrycznych dla katow 30°, 457, 60°;

sina .
cosa’

4) korzysta z wzoréw sin? a + cos’a = 1, tga =
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.
Cele operacyjne:

Uczen:

 stosuje wzor na sinus podwojonego kata do obliczania warto$ci innych katow,
» dowodzi tozsamosci stosujgc wzor na sinus podwojonego kata.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwrocona klasa;



e rozmowa nauczajgca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Animacja” i ¢wiczenia
interaktywne;
» dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel wprowadza uczniow w temat lekcji, nawigzujgc do zagadnien opisanych
w sekcji ,Wprowadzenie” Omawia cele lekcij.
2. Nauczyciel przedstawia uczniom cel zaje¢ oraz wspolnie ustala z nimi kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznaja si¢ z trescig w sekcji ,Przeczytaj” i zapisuja
w zeszycie minimum piec¢ pytan do tekstu. Uwaga: kazde z pytan musi rozpoczynac si¢
od stowa , dlaczego”. Nastepnie spacerujg po klasie i na znak umoéowionego dzwieku
szukaja kogos do pary, zadajg i odpowiadajg na pytania sformutowane podczas czytania
tekstu. Po zakonczonym spacerze miodziez wykonuje ¢wiczenia nr 1-4 w sekcji
»Sprawdz sie”.

2. Nauczyciel prosi, aby wybrany uczen przeczytat polecenie numer 1z sekcji ,Animacja”
Uczniowie zapoznaja si¢ z materialem i zapisuja ewentualne problemy z jego
zrozumieniem. Nastepnie dzielg si¢ na grupy - pierwsza grupa rozwigzuje Polecenie 2,
druga - Polecenie 3. Wspolnie z nauczycielem wyjasniajg zaistniale watpliwosci.

3. Uczniowie indywidualnie wykonuja ¢wiczenia nr 6-8. Nastepnie konsultujg swoje
rozwigzania z innym uczniem i ustalaja jedna wersje odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.



3. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.
Praca domowa:

» Uczniowie rozwigzuja ¢wiczenie nr 5 w sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

o Tozsamosci trygonometryczne
o Wykresy i wlasnosci funkcji trygonometrycznych

Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna wykorzysta¢ na lekcji jako podsumowanie
i utrwalenie wiedzy w temacie ,Funkcje trygonometryczne sinusa podwojonego kata -
zastosowania do obliczen”.


https://epodreczniki.pl/a/tozsamosci-trygonometryczne/Dt0Qpoxx9
https://epodreczniki.pl/a/wykresy-i-wlasnosci-funkcji-trygonometrycznych/D1B4mxxtC

