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Czy to nie ciekawe?

Wiele skomplikowanych polgczen opornikow mozna zastapi¢ jednym oporem zastepczym.
Dzieki temu, skomplikowane zadanie staje si¢ proste. Jesli chcesz pozna¢ sposoby, ktore
warto zastosowac do upraszczania schematow elektrycznych, zapoznaj si¢ z tym
e-materiatem.

Twoje cele

e przypomnisz sobie pojecie oporu zastepczego uktadu opornikow,

e poznasz rozne metody postepowania, prowadzgce do jego wyznaczenia,

» przeanalizujesz trudne problemy i roztozysz je na tatwe zadania,
 zastosujesz zdobyte umiejetnosci do rozwigzywania zadan,

» polaczysz wiedze z fizyki i matematyki do wyznaczenia wlasnosci obwodow

elektrycznych.



Przeczytaj

Warto przeczytac

Opor zastepcezy to taka wartos¢ oporu jednego opornika zastepujacego caly ich ukiad, ze
zewnetrzne parametry elektryczne uktadu jako calosci - napigcie i natezenie pradu - sg
takie same. Wiecejna ten temat mozna przeczyta¢ w e-materiale ,Jak zdefiniowac opor

zastepczy?”.

Ponizej znajdziesz spis sposobow, jakie mozna zastosowac, by uprosci¢ skomplikowane
uktady opornikow i tatwo obliczy¢ ich opory zastepcze. Rozwigzujac zadania sprawdzisz,
czy potrafisz zastosowac nasze rady w praktyce.

Polaczenie szeregowe i rownolegle

Metode wyznaczania oporow zastepczych w tych podstawowych sytuacjach
wyttumaczyliSmy w innych e-materiatach. Tu podamy wiec tylko, dla porzadku i Twojej
wygody, odpowiednie wzory.

Opor zastepczy n opornikow potgczonych szeregowo jest sumg oporéw poszczegolnych
elementow:

Rust = R1 + Ro + R3+...+ R,

Odwrotnos$¢ oporu zastepczego n opornikow polgczonych rownolegle jest sumg
odwrotnosci oporow poszczegblnych elementow:

1 _ 1 1 1 1
Fw ~ R VB TR T TR,
Kombinacja polaczen szeregowych i rownoleglych

W niektorych uktadach opornikow mozna wyodrebni¢ fragmenty lub grupy opornikow
potaczonych szeregowo lub rownolegle. Stosujac kolejne uproszczenia schematow mozna
tatwo obliczy¢ ich opor zastepczy. W przykiadzie przedstawionym na Rys. 1. widzimy trzy
elementy potgczone rownolegle, z ktorych gorny i dolny stanowig bloki opornikow
potaczonych szeregowo.
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Rys. 1. Uktad opornikéw bedacy kombinacjg potaczen szeregowych i rownolegtych

Jesli wszystkie oporniki majg jednakowy opor o wartosci R, uklad ten mozemy zastapic
schematem pokazanym na Rys. 2. WykorzystaliSmy tu wlasciwosci potaczenia szeregowego.

2R

2R

Rys. 2. Ukfad zastepczy, upraszczajacy schemat z Rys. 1.

Opor zastepczy (R,) catego uktadu mozemy teraz tatwo policzy¢ wykorzystujac
wlasciwosci potaczenia rownoleglego:

1 _ 1 1 1 _ 4 _ 1
"= TrRTw=wm=R=3R

Zamienianie schematow polaczen na rownowazne

Niektore schematy mozna zamienic¢ tak, by tatwiej zobaczy¢ podstawowe potgczenia

szeregowe i rownolegte. Dokonujgc takiego ,przerysowania” uktadu nalezy pamietac

jedynie o tym, by w nowym uktadzie potgczone byly ze sobg te same oporniki, co

w pierwotnym. Potozenie opornikow i przebieg przewodow 13czgcych mozna dowolnie
zmieniac. Przyklad pokazano na Rys. 3.



Rys. 3. Skomplikowany uktad opornikéw, ktéry mozna ,przerysowac” na uktad potaczen szeregowych
i rownolegtych

Punkt A polaczony jest jednoczes$nie z opornikiem 1, 3 i 4 (polaczenia czerwone), a wiec
wplywajacy tedy prad dzieli si¢ na trzy czesci tak, jak przy potaczeniu rownolegtym tych
trzech opornikow. Podobnie, punkt B taczy oporniki 2, 31 5 (polgczenia niebieskie).
Pomiedzy czerwonym punktem A a niebieskim B, znajduja si¢: a) oporniki 11 2, b) opornik 3,
c) oporniki 4 i 5. Opierajgc si¢ na tych spostrzezeniach przerysuj uktad na taki, w ktoérym od
razu wida¢ polgczenia szeregowe i rownolegle. Jesli otrzymasz uklad z Rys. 1 - gratulujemy.
To poprawna odpowiedz.

Korzystanie z symetrii obwodu
Symetria schematow potaczen moze doprowadzi¢ nas do dwoch rodzajow wnioskow.

1. Dwa punkty majg ten sam potencjatl - wtedy mozna te punkty potgczy¢ przewodem lub
opornikiem albo wykresli¢ ze schematu taczacy je element. Miedzy tymi punktami nie
poptynie prad, wigc dodanie lub usuniecie elementow moze utatwi¢ nam uzyskanie
prostych potaczen szeregowych lub rownolegtych.

W przyktadzie na Rys. 4., z symetrii wynika, ze punkty B i F majg taki sam potencjat,
wiec mozna je potaczy¢ przewodem. Oporniki 1i 2 sg wiec potgczone réwnolegle. To
samo dotyczy punktow Ci E oraz opornikow 4 i 5.

2. Natezenie pradu wplywajagcego do wezla jest rowne natezeniu jednego z pradow
wyptywajacych - wtedy oba te przewody mozemy usuna¢ z wezla i potgczy¢ w jeden,
oddzielny przewod.

W przykladzie na Rys. 4, z symetrii wynika, ze natezenia pragdow ptynacych przez
oporniki 8 i 11 sg takie same. Mozna je wiec wylgczy¢ ze srodowego wezta i uznac, ze sa
ze soba potaczone szeregowo w gatezi rozpietej miedzy punktami F i C. To samo
dotyczy opornikéw 12 i 9. Podobnie, oporniki 71 10 mozna wylaczy¢ z wezta, potaczyc
ze sobg i taka galgz bedzie potgczona rownolegle z wejSciem i wyjSciem z catego
uktadu.

Korzystajgc z powyzszych spostrzezen, dokonano przeksztatlcenia skomplikowanego
obwodu na taki, w ktorym wida¢ polaczenia szeregowe i rownolegle (patrz Rys. 4.).



Odwrotnos$¢ oporu zastepczego czterech centralnych gatezi potaczonych rownolegle
(opory 3, 12+9, 8+11, 6) wynosi:

1 _ 1,1 ., 1 .1 _3
RC_R+2R+2R+R_R

Gorna cze$¢ obwodu jest polaczeniem szeregowym dwoch ukladow réwnoleglych
i obliczonego powyzej uktadu centralnego, a wigc:

R R R 4
Ry=5+35+5=3R

Obliczony w tej sposOb opor zastepczy jest potaczony z dolng gatezia rownolegle, wiec:

1 _ 3, 1 _ 5
Rzast _ 4R + 2R _ 4R

Opor zastepczy calego szeSciokata z przekatnymi jest wiec rowny:

4
R.ust = 3R

|)>
lo

Rys. 4. Zamiana 12 jednakowych opornikéw (o wartosci R) w formie szesciokata z przekatnymi na uktad
potaczen szeregowych i réwnolegtych

Wykorzystanie praw Kirchhoffa i definicji oporu zastepczego

W niektorych schematach oporniki nie s3 potgczone ani szeregowo ani rownolegle i zaden
z powyzszych sposobow nie moze zosta¢ zastosowany. Wtedy nalezy napisa¢ rownania
praw Kirchhoffa dla tego obwodu tak, by znalez¢ napigcie panujgce na koncach uktadu
oraz prad wptywajacy do niego (lub wyplywajacy z niego). Stosujac definicje oporu
zastepczego oraz prawo Ohma, nalezy podzieli¢ tak uzyskane warto$ci: napigcie przez
natezenie pradu.

Te metode obliczen mozna zastosowac w kazdej sytuacji, ale korzystanie ze sposobow
wymienionych powyzej jest czasami postepowaniem tatwiejszym i szybszym.

Zachecamy do zapoznania si¢ z e-materialami poSwieconymi sposobom rozwigzywania
zadan z wykorzystaniem II prawa Kirchhoffa, np. ,Analiza dodawania i odejmowania napi¢¢
w obwodzie, czyli zastosowanie Il prawa Kirchhoffa”.
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Stowniczek
opor zastepczy

(ang.: equivalent resistance) Kazdy element obwodu elektrycznego posiada swoj opor.
Sposob potaczenia tych elementéw ma wptyw na opor catego uktadu. Opor zastepczy
opornikow potaczonych szeregowo jest rowny sumie oporow poszczegoélnych
opornikow. Oznacza to, ze kilka opornikow polaczonych szeregowo mozna zastapic
jednym opornikiem, ktorego warto$¢ jest rowna ich sumie. Kledy jednak oporniki
potaczone s3 rownolegle, odwrotno$¢ oporu zastepczego opornikow potaczonych
rownolegle jest rowna sumie odwrotnosci oporow poszczegélnych opornikow.

prawo Ohma

(ang.: Ohm'’s Law) prawo fizyki gloszace proporcjonalno$¢ natezenia pradu pltynacego
przez przewodnik do napiecia panujacego miedzy jego koncami. Prawidtowos$¢ odkryt
w latach 1825-1826 niemiecki nauczyciel matematyki, pézniejszy fizyk, profesor
politechniki w Norymberdze i uniwersytetu w Monachium, Georg Simon Ohm.

prawo Kirchhoffa

(ang.: Kirchhoff's circuit Law) prawo dotyczace przeptywu pradu w rozgalezieniach
obwodu elektrycznego, sformutowane w 1845 roku przez Gustawa Kirchhoffa. Prawo to
wynika z zasady zachowania tadunku, czyli rownania ciggtosci. Wraz z drugim prawem
Kirchhoffa umozliwia okreslenie wartosci i kierunkow pragdow w obwodach
elektrycznych.




Film samouczek

taczenie opornikdw w zadaniach

Obejrzyj film i postaraj si¢ zrozumiec jak wyglada opor zastepczy pojawiajacych si¢ na

ekranie, coraz trudniejszych ukladow opornikow.
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Film dostepny pod adresem /preview /resource/R14QVD7UbSN2J

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0. Licencja:
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Zapoznaj si¢ z trescig samouczka.

Polecenie 1
Opornik o oporze R taczymy réwnolegle z opornikami o oporach 4R, 9R, 16 R itd.,
czyli rownych R mnozonemu przez kwadraty kolejnych liczb naturalnych. Jaki bedzie

opor zastepczy uktadu?
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Dla zainteresowanych

1. Inny dowod, ze S = > .2, 27" = 2. Rozwazmy sume skonczong,
Sy = Zf\; 02 ". Sprawdz, np. stosujgc indukcje wzgledem N € N, ze dla
zcR

11—z

1t ta?t. . 12V 1=

1—=z’
oilexz # 1.Dla || < 1 drugi wyraz w liczniku po prawej stronie maleje w miare

wzrostu N, wiec Sy dazy do 1/(1 — z). Podstawiajac z = 1/2 dostajemy 2.

2. Dowad, ze suma odwrotnosci kolejnych liczb naturalnych jest nieskonczona.
Najprostszy sposob to rozpisanie kilkunastu pierwszych wyrazow tej sumy

i odpowiednie oszacowanie coraz wigkszych jej czesci:

>2/4=1/2 >4/8=1/2

W ten sposob zbieramy po 2, 4, 8 itd. kolejnych wyrazow i stwierdzamy, ze ich
sumy zawsze przewyzszajg 1/2. Takich zestawow jest nieskonczenie wiele, wiec

cala suma jest nieskonczona.



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @
Cwiczenie 1 ¢

Uzupetnij zdania.

‘ Kazdy [ ] ’/‘ Nie kazdy | ’uk’rad opornikéw mozna zamieni¢ na potaczenia szeregowe

lub réwnolegte pojedynczych opornikéw lub ich grup.‘ Zawsze [ | ’/‘ Nie zawsze [ | ’

opor zastepczy uktadu opornikdw mozna obliczy¢ stosujac prawa Kirchhoffa i prawo

Ohma.‘ Istniejg [ ) ’/‘ Nie istniejg [ | ’po’raczenia wielu jednakowych opornikéw, ktérych

opor zastepczy jest taki sam, jak opor pojedynczego opornika.



Cwiczenie 2

¢

Wybierz wtasciwg odpowiedz na kazde z pytan.

Pytanie 1. Jaka wartos¢ ma opér zastepczy réznych opornikéw potaczonych szeregowo,
w stosunku do dowolnie wybranego pojedynczego opornika?

() Jest zawsze mniejszy.
() Nie mozna tego z gory okreslic.

() Jest zawsze wiekszy.

Pytanie 2. Jakg wartos¢ ma opér zastepczy réznych opornikdw potgczonych réwnolegle,
w stosunku do dowolnie wybranego pojedynczego opornika?

() Jest zawsze mniejszy.
() Nie mozna tego z géry okreslic.

() Jest zawsze wigkszy.

Cwiczenie 3 o

Dysponujesz dziewiecioma opornikami o oporach réznigcych sie od siebie o 1€2, od 12 do
9€). Oblicz w pamieci opor zastepczy uktadu powstatego przez ich szeregowe potaczenie.

Odpowiedz: Q.




Cwiczenie 4

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Oblicz opor zastepczy czterech jednakowych opornikéw o oporze 122 potaczonych
rownolegle (Rys.).

Odpowiedz: Q.




Cwiczenie 5 Q@

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Dwanascie jednakowych opornikéow o oporze R potgczono, tworzac osSmioscian foremny
(Rys.). Podaj wzor na opoér zastepczy pomiedzy jego przeciwlegtymi wierzchotkami. Postaraj
sie wykonac¢ obliczenia w pamieci. Z symetrii bryty wynika bowiem, ze przez zaden

z poziomo umieszczonych opornikéw nie ptynie prad (potencjat wszystkich tych punktéw
jest taki sam). Mozna wiec wykresli¢ je z uktadu i zamiast nich wstawic¢ przewdd taczacy
pozostate oporniki.

[4) L] (e [2o] (3] (5] (1] (2] (2] (8] (5] 7]




Cwiczenie 6

Potacz w pary obwody rownowazne.

O

14

O




Cwiczenie 7

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.

Na podstawie rozwigzan poprzedniego zadania oblicz opdr zastepczy uktadéw na
powyzszym rysunku, jesli opor kazdego z opornikdw ma wartos$é 6€2.

Odpowiedz:
a. ‘ ’ Q;
b.| Q.




Cwiczenie 8 @

Z drutu oporowego utworzono prostokat z przekatng (patrz rysunek), ktérego pionowy
bok, o oporze R, jest dwukrotnie krotszy niz poziomy. Pamietajac, ze op6r elektryczny
jest proporcjonalny do dtugosci drutu oporowego, oblicz opér zastepczy pomiedzy
punktamiAi B.

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.




Cwiczenie 9 @
Z drutu oporowego utworzono prostokat z dwiema przekatnymi (patrz rysunek obok),
ktérego pionowy bok, o oporze R, jest dwukrotnie krétszy, niz poziomy. Korzystajac

Z rozwigzania zadania 5, oblicz op6r zastepczy pomiedzy punktami A i B.

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.




Cwiczenie 10 @
Dwanascie jednakowych opornikow o wartosci R potaczono w figure przedstawiong na

rysunku. Oblicz opér zastepczy pomiedzy punktami Ai B.

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.




Cwiczenie 11 @
Oblicz opér zastepczy nieskonczonej sieci opornikéw o oporze R. Warto wyréznic

w niej ,moduty” zaznaczone na rysunku:

—_

Zrédto: Politechnika Warszawska Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.
https:/creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.pl.




Dla nauczyciela

Imie¢ i nazwisko
autora:

Przedmiot:

Temat zajec:

Grupa docelowa:

Podstawa
programowa:

Ksztaltowane
kompetencje
kluczowe:

Tomasz Sobiepan

Fizyka
Opor zastepczy - zadania
IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Cele ksztalcenia - wymagania ogdlne
II. Rozwigzywanie probleméw z wykorzystaniem praw
i zaleznosci fizycznych.

Zakres rozszerzony

TreSci nauczania - wymagania szczegolowe

I. Wymagania przekrojowe. Uczen:

4) przeprowadza obliczenia liczbowe postugujac sie
kalkulatorem;

6) tworzy teksty, tabele, diagramy lub wykresy, rysunki
schematyczne lub blokowe dla zilustrowania zjawisk badz
problemu; wiasSciwie skaluje, oznacza i dobiera zakresy osi;
7) wyodrebnia z tekstow, tabel, diagramow lub wykresow,
rysunkow schematycznych lub blokowych informacje
kluczowe dla opisywanego zjawiska badz problemu;
przedstawia te informacje w roznych postaciach.

VIIL. Prad elektryczny. Uczen:

13) postuguje si¢ pojeciem oporu zastepczego; oblicza opor
zastepczy uktadu opornikow potgczonych szeregowo lub
rownolegle.

Zalecenie Parlamentu Europejskiego i Rady UE z 2018 r.:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia
informacii,

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie

nauk przyrodniczych, technologii i inzynierii,
» kompetencje cyfrowe,
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie
umiejetnosci uczenia sie.



Uczen:

1. stosuje pojecie oporu zastepczego uktadu opornikow,
2. wykorzystuje rozne metody postepowania, prowadzace do
Cele operacyjne: jego wyznaczenia,
3. analizuje trudne problemy i rozklada je na tatwe zadania,
4. stosuje zdobyte umiejetnosci do rozwigzywania zadan,
5. laczy wiedze z fizyki i matematyki do wyznaczenia
wlasnosci obwodow elektrycznych.

Strategie nauczania gamifikacja
Metody nauczania decyzyjna
Formy zajec: praca w grupach

Srodki dydaktyczne: = gra edukacyjna, zestaw zadan

Materialy ) ) o o
i e-materiatl: ,f.gczenie opornikow w zadaniach
pomocnicze:

PRZEBIEG LEKCIJI
Faza wprowadzajaca:

Uczniowie mogg przygotowac si¢ do lekciji, zapoznajac sie z czescig ,Warto przeczytac”
Zaciekawienie uczniow: jak w czesci ,,Czy to nie ciekawe?”

Uzgodnienie z uczniami celow do osiggniecia na lekciji.

Podzielenie uczniéw na czteroosobowe grupy i wyjasnienie regut gry.

Faza realizacyjna:

Gra polega zgromadzeniu jak najwiekszejliczby punktow przez grupe.

Punkty zdobywa si¢ rozwigzujgc zadania oraz grajac w gre. Obie te aktywnosci odbywaja
sie rownolegle: grupa rozwigzuje zadania, a jeden jej cztonek podchodzi w tym czasie do
innego stanowiska, gdzie zdobywa punkty za gre. Liczba punktow, to wynik z gry
pomnozony przez poziom trudnosci. Kazdy uczen moze tylko raz podejs¢ do stanowiska
i ma mozliwos¢ zagrania dwukrotnie. Grupie zapisuje si¢ jego wynik wyzszy.

Zasady zdobywania punktow za rozwigzania zadan sg nastepujace. Grupa wybiera po
kolei dowolne zadanie z zestawu i probuje je rozwigzac. Za kazde prawidtowe
rozwigzanie otrzymuje 20 punktow. Za skorzystanie z podpowiedzi lub btedne
rozwigzanie grupa traci 8 pkt. Za jednorazowe skorzystanie z tekstu ,Warto przeczytac”
trzeba ,zaptaci¢” 6 pkt. Grupy moga tez podpowiada¢ sobie nawzajem ustalajac swoje
wlasne ceny transakcji wyrazone w przekazywanych sobie punktach. Jezeli grupa
skorzysta z zamieszczonego rozwigzania, otrzymuje 4 pkt. za to zadanie.

Wygrywa ta grupa, ktora zgromadzi najwigcej punktow.

Nauczyciel petni role arbitra podczas gry.



Faza podsumowujaca:

Nauczyciel podsumowuje wyniki gry na lekcji i zapowiada prace domow3q. Ostateczne
rozstrzygniecie zapadnie na nastepnej lekciji.

Uczniowie odnoszg si¢ do postawionych sobie celow lekciji, ustalajg ktore osiggneli

a ktore wymagajq jeszcze pracy, jakieji kiedy. W razie potrzeby nauczyciel dostarcza im
informacje zwrotna ksztattujaca.

Praca domowa:

Uczniowie mogg zdobywac¢ dodatkowe punkty wykonujgc prace w domu. Prawidlowe
rozwigzanie przez kazdego ucznia zadania, ktérego grupa nie zdgzyla rozwigzac na
lekcji i przystanie rozwigzania (nie samego wyniku) nauczycielowi mailem w ciggu
dwoch dni jest nagradzane dopisaniem 4 pkt dla grupy.

Wskazowki
metodyczne Gra edukacyjna moze by¢ wykorzystana podczas nabywania
opisujace rozne umiejetnosci obliczania oporu zstepczego lub do powtorzen

zastosowania danego = przez sprawdzianem lub egzaminem.
multimedium



