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Ortocentrum

Zrédto: Evgeny Tkachenko, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Automat do dowodzenia twierdzen

W szkolnej matematyce jest coraz mniej miejsca na ,klasyczng” geometrie, w szczegolnosci
na zagadnienia zwigzane chociazby z tzw. punktami szczego6lnymi trojkata, np. punktami
przeciecia sie dwusiecznych katow trojkata, symetralnych jego bokow, czy srodkowych.
Narzedziem, ktore jest niezwykle przydatne do badania istnienia takich punktow jest
twierdzenie Cevy, ktore glosi, ze jezeli punkty D, E, F nalezg odpowiednio do bokéw AB,
BC, AC trojkata ABC), jak na rysunku, to proste AE, BF', C'D przecinaja sie w jednym
punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy
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Twierdzenie Cevy

I cho¢ istnienie ortocentrum wykazemy w inny sposob, to rozwigzujgc ¢wiczenia,
zaproponowane w ponizszejlekcji, bedziemy korzystac z tego uzytecznego twierdzenia.

Twoje cele

Usystematyzujesz wiadomosci o wysokosciach w trojkacie.

Udowodnisz twierdzenie, wysokoSci przecinajg si¢ w jednym punkcie.

Poznasz pojecie trojkata ortycznego i zbadasz jego wlasnosci.

Zastosujesz poznane zaleznosci w sytuacjach typowych i problemowych.



Przeczytaj

Jesli nie bedzie to zasygnalizowane inaczej, to punkty D, E, F' bedg spodkami wysokosci
poprowadzonych odpowiednio na bok AB, BC oraz AC.

Przyjmijmy nastepujaca definicje.
Definicja: Ortocentrum

Punkt przeciecia si¢ trzech prostych zawierajacych odpowiednio wysokosci trojkata
ABC bedziemy nazywac ortocentrum tego trojkata.
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Ortocentrum H w tréjkacie ostrokatnym




Ortocentrum H w tréjkacie rozwartokatnym

H=C
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Ortocentrum H w tréjkacie prostokatnym

Zauwazmy, ze w trojkgcie ostrokatnym czy prostokatnym ortocentrum jest punktem
przeciecia sie¢ wysokosci (odcinkow), a w trojkacie rozwartokgtnym jest punktem
przeciecia sie przedtuzen tych wysokosci. Przyjecie w definicji warunku przecinania si¢
prostych jest ogolniejsze, co nie zmienia faktu, iz czesto o ortocentrum, takze w przypadku
trojkata rozwartokatnego, mowi sie, jako o punkcie przecinania si¢ wysokosci, a nie
odpowiednich prostych i nie jest to traktowane jako btad.

W definicji ortocentrum pojawia si¢ warunek istnienia jednego punktu, w ktorym przetng
sie wszystkie trzy wysokosci. Ponizsze twierdzenie i jego dowod pokazuja, ze warunek ten
jest spetniony dla dowolnego tréjkata.

Twierdzenie: O istnieniu ortocentrum

Proste zawierajgce wysokosci trojkata przecinajg si¢ w jednym punkcie.
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Dowad

Rozwazmy dowolny trojkat ABC'i poprowadzmy przez kazdy z jego wierzchotkéw prosta
rownolegla do przeciwleglego boku, az do przeciecia odpowiednio w punktach A’, B’,
C’, jak na rysunku.

Dowdd twierdzenia o istnieniu ortocentrum
Zauwazmy, ze czworokat ABA’C jest rownoleglobokiem, a odcinek BC jest jego
przekatng, stad w szczegolnosci trojkaty ABC oraz A’ BC' s3 przystajace.

Podobnie, korzystajac z wlasnosci rownoleglobokéow ABCB’ oraz AC’ BC stwierdzamy,
ze trojkaty ABC oraz ACB’ i ABC oraz AC’B s3 takze przystajace.

Stad wynika, ze punkty A, B, C' sa $rodkami odpowiednich bokow trojkata A’B’C”,
aproste AH, BH oraz C'H s3 symetralnymi odpowiednich bokéw trojkata A’B’C".

Korzystajgc ze znanejwlasnosci, ze symetralne przecinaja si¢ w jednym punkcie
otrzymujemy teze twierdzenia.

Rzadziej przywotywang wiasnoscig ortocentrum jest ta, o ktorej mowi ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie: O wzajemnosci ortocentrum

Niech punkt H, r6zny od kazdego z wierzchotkow trojkata ABC), bedzie jego
ortocentrum. Wtedy kazdy z wierzchotkéw A, B, C jest ortocentrum w trdjkacie,
ktorego wierzchotkami sg punkt H i pozostate wierzchotki tego trojkata.

Dowadd




Zauwazmy, ze punkt H bedzie r6zny od kazdego z wierzchotkow trojkata ABC), tylko
wtedy, gdy trojkat ten nie bedzie prostokatny.

Rozwazmy trojkat BC H, jak na rysunku.

C
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Dowdéd twierdzenia o wzajemnosci ortocentrum

Zauwazmy wowczas, ze prosta AFE zawiera wysoko$¢ HE, prosta AC zawiera wysoko$¢
CF,aprosta AB zawiera wysoko$¢ BD trojkata BCH. Co oznacza, ze punkt A jest
ortocentrum trojkata BCH.

Problem Fagnana
Definicja: Tréjkat ortyczny

Dany jest trojkat ABC, ktory nie jest prostokatny. Tréojkat DEF, ktérego wierzchotkami
sa spodki wysokos$ci danego trojkgta A BC nazywamy trojkatem ortycznym albo
spodkowym.
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Trojkat ortyczny tréjkata ostrokatnego

Trojkat ortyczny tréjkata rozwartokatnego

Problemem Fagnana nazywa si¢ problem optymalizacyjny zwigzany z wyznaczeniem
trojkata o najmniejszym obwodzie, ktorego kazdy z wierzchotkow lezy na innym z trzech
bokow danego trojkata ostrokatnego. Problem ten zostat postawiony przez wloskiego
matematyka i duchownego Giovanniego Fagnana w 1775 roku. Okazuje si¢, ze jego
rozwigzaniem jest trojkat ortyczny.

Przyktad 1

Rozwazmy trojkat rownoramienny ABC' o podstawie AB dtugosci 30 i ramieniu 25.
Wyznaczymy obwod trojkgta ortycznego oraz odlegtos¢ ortocentrum trojkata ABC od
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jego podstawy.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

o
A D B

Wtedy | AB| = 30, |AC| = | BC| = 25 oraz cos(<DAC) = f3or = 4% = {33

&
N
S|

Stad |AF| = 32 - |AB| = 18.

|AB| _ |EF|

Poniewaz 7&r = 7ar Wiec |EF| = i— |FC|= 5 - (25— 18) =
Ponadto |CD| = v/25% — 15* = 20 oraz Jégk = !C—g'
Stad |CG| = 5ot - |CF| = 2 - (25— 18) = 2 oraz | DG| =20 — & = 2.

Zatem | DF| = 1/ (22)" + (Z)? = 15.
Szukany obwdd jest wiec rowny 30 + %

Poniewaz trojkaty AHB i EHF sg podobne w skali 3% = 22 oraz |[HD| + |[HG| = 2
5
wiec == - |[HD| + |[HD| =

Stad |[HD| = 45

Ortocentrum a okrag opisany na tréjkacie

Na koniec warto wspomnie¢ o ciekawej wlasnosci ortocentrum - jej dowdd pominiemy;, ale
dociekliwy uczen moze podja¢ samodzielng probe uzasadnienia.



Twierdzenie: O ortocentrum i okregu opisanym

Obraz ortocentrum trojkata w symetrii wzgledem dowolnej prostej zawierajgcej bok tego
trojkata lezy na okregu opisanym na tym tréjkacie.

Twierdzenie o ortocentrum i okregu opisanym

Stownik
wysokos¢ tréjkata

wysokoscig trojkata jest najkrotszy z odcinkow tgczgcych wierzchotek trojkata z prostg
zawierajacg przeciwlegly bok

trojkat ortyczny

trojkat, ktorego wierzchotkami sa spodki wysokosci danego trojkgta nazywamy jego
trojkatem ortycznym




Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Uruchom symulacje interaktywna. Ustal potozenie wierzchotkéw tréjkata, a nastepie wybierz
polecenie ,Ortocentrum”. Obserwuj potozenie punktu wspdlnego wysokosci danego trojkata
w zaleznosci od miar katéw wewnetrznych trojkata. Nastepnie wybierz polecenie , Tréjkat
ortyczny”. Zmieniaj potozenie wierzchotkéow tréjkata PQ R i obserwuj jak zmienia sie jego
obwad. Kliknij przycisk ,Koniec”, by porownaé obwad tréjkata PQ R i trojkata ortycznego.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DNbXDyPqF

Polecenie 2

Ustal potozenie wierzchotkdw, aby tréjkat ABC' byt rozwartokatny. Nastepnie znajdz takie
potozenie punktéw P, ), R, przy ktérym - twoim zdaniem - obwad jest najmniejszy. Oblicz
btad wzgledny otrzymanego obwodu w stosunku do obwodu trojkata ortycznego.
Rozstrzygnij, czy w zagadnieniu Fagnana zatozenie o tym, ze tréjkat jest ostrokatny jest
konieczne.



https://zpe.gov.pl/a/DNbXDyPqF

Polecenie 3

Ustal potozenie wierzchotkdw, aby tréjkat ABC byt ostrokatny. Nastepnie znajdz takie
potozenie punktéw P, ), R, przy ktérym - twoim zdaniem - obwéd jest najmniejszy. Oblicz
btad wzgledny otrzymanego obwodu w stosunku do obwodu tréjkata ortycznego.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Punkty D, E, F' s3 spodkami wysokosci w trojkacie ABC, jak na rysunku.
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Punkty D i E dzielg boki tréjkata w taki sposdb, ze % = % oraz % = % Wyznacz

stosunek dtugosci odcinkéw, na jakie punkt F' dzieli bok AC.
Cwiczenie 2 ®

Rozwazmy tréjkat rownoramienny ABC o podstawie A B dtugosci 17. Wysokosci

poprowadzone do ramion tréjkata maja dtugosci 15. Wyznaczymy obwadd tréjkata ortycznego.



Cwiczenie 3

Zaznacz poprawng odpowiedz. W tréjkacie prostokatnym o bokach 3, 4, 5 odlegtosc
ortocentrum od przeciwprostokatnej jest réwna:

O 3%
O 2
O 2%

O 3.

Cwiczenie 4

Zaznacz poprawng odpowiedz. Dany jest trojkat rownoboczny ABC, w ktérym odlegtosé
ortocentrum od podstawy jest réwna 1. Trojkat DEF jest trojkatem ortycznym tréjkata
ABC'. Obwad trojkata DEF jest rowny:

O 3.
O 6.
O V3.

O 3v3.

Cwiczenie 5



Cwiczenie 6

W tréjkacie ostrokatnym ABC, o wysokosciach odpowiednio h,, hy, h., odlegtosci jego
ortocentrum H od bokow BC, AC, AB tréjkata sg odpowiednio rowne d,, dy, d.. Wykaz, ze
4o | 4 4 de _ g

he " Ry | he

Utéz w kolejnosci etapy dowodu.

Dowadd:

Zatem Papc = Pagp + Pprc + Pena. $
Mozemy zatem zapisac réwnos’c’ R
Pipc = % . 2PABC -d, —1— . 2PABC - dy + . 2P,a:BC -d,. v
Stad Pypc = % - |AB|-d.+ 5 - |AC|-dy + 3 - |BC| - d =
Analogicznie Pogg = % -|AC| - dy oraz Pagp = % -|AB]| - d. =
Skracajgc utamki i dzielgc stronami otrzymang réwnosc¢ przez Papc otrzymujemy .
1= h% -d, + hib dy + h% - d,. Co byto do udowodnienia. e
Odcinek d,, jest wysokoscig w tréjkacie BHC, dlatego pole tego trojkata mozna .
wyrazi¢, jako Pprc = 5 - |BC| - d v
Poniewaz Pypc = 5 - \AB| =+ -]AC| - hy = L+ - |BC| - h,, wiec .
|AB| 2PABC 2PABC oraz |BC’ 212430 _ v
Zauwazmy, ze odcinki AH, BH, C H dziela tréjkat ABC na trzy trojkaty: AHB, R
BHC,CHA. M
Cwiczenie 7 @

Wyznacz konstrukcyjnie ortocentrum majac dane: podstawe AB = c oraz wysokosci
AFE = h, oraz BF = hy.



Cwiczenie 8 @
Ocen prawdziwosé zdan. Przeciggnij do tabeli "PRAWDA" lub "FAESZ".

W dowolnym tréjkacie jego ortocentrum i ortocentrum jego trojkata ortycznego sie
pokrywaja., W dowolnym tréjkacie jego ortocentrum dzieli wysokosci w stosunku 2 : 1., W
tréjkacie rownobocznym o boku dtugosci a suma odlegtosci jego ortocentrum od kazdego

z bokéw jest réwna Y2, PRAWDA, FAESZ, PRAWDA

Stwierdzenie Wartosc logiczna

W dowolnym tréjkacie
jego ortocentrum
i ortocentrum jego
tréjkata ortycznego sie
pokrywaja.

W dowolnym tréjkacie

jego ortocentrum dzieli

wysokosci w stosunku
2:1.

W tréjkacie
rownobocznym o boku
dtugosci a suma
odlegtosci jego
ortocentrum od kazdego

z bokdw jest réwna “73




Dla nauczyciela

Autor: Jacek Czlapinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Ortocentrum

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIIL Planimetria

10) wskazuje podstawowe punkty szczegolne w trojkacie: srodek okregu wpisanego
w trojkat, srodek okregu opisanego na trojkacie, ortocentrum, srodek ciezkosci oraz
korzysta z ich witasnosci;

12) przeprowadza dowody geometryczne.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

e znai stosuje podstawowe konstrukcje geometryczne
e znai stosuje pojecie wysokosci trojkata i ortocentrum
» znai stosuje twierdzenie Cevy

» konstruuje i bada wlasnosci trojkata ortycznego

o przeprowadza dowody geometryczne

Strategie i metody nauczania:

o konstruktywizm
o dyskusja
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych



Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer; lekcje te mozna przeprowadzi¢, majgc do dyspozyciji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym

Przebieg lekcji
Faza wprowadzajaca:

1. Nauczyciel prosi o przypomnienie zagadnien dotyczgcych trzech prostych, ktore
przecinajg si¢ w jednym punkcie - tak kieruje dyskusjg, by pojawity si¢ pojecia
symetralnej, dwusiecznej, Srodkowej. Nastepnie formutuje twierdzenie Cevy. Nastepnie
prosi o przypomnienie pojecia wysokosci trojkata.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi o zaznaczenie wysokoSci trojkata na wezesniej przygotowanym
rysunku i formutuje problem istnienia ich punktu przeciecia. Nauczyciel wprowadza
pojecie ortocentrum i uczniowie ustalajg kryteria jego potozenia w zaleznosci od
rodzaju trojkata. Nastepnie poleca uruchomi¢ symulacje interaktywng i wykonac
zamieszczone w niej polecenia.

2. Nauczyciel formutuje twierdzenie o istnieniu ortocentrum i proponuje dorysowac
odpowiedni trojkat, jak w dowodzie. Nastepnie prosi uczniéw o okreslenie, czym sa
wysokosci danego trojkata dla trojkata dorysowanego i na tej podstawie uczniowie
zapisujg niezbedne dla dowodu spostrzezenia i formutuja formalny dowod.

3. Nauczyciel prezentuje rysunek trojkgta z dorysowanymi wysokos$ciami i zaznaczonym
ortocentrum. Nastepnie zaznacza trojkat, ktorego jednym z wierzchotkow jest
ortocentrum, a dwa pozostate to dowolne wierzcholki trojkata i prosi o wyznaczenie
ortocentrum tego ,nowego” trojkata. Uczniowie formutuja odpowiednig hipoteze.
Nauczyciel podaje twierdzenie o ,wzajemnosci ortocentrum” i uczniowie pod
kierunkiem nauczyciela przeprowadzaja dowod.

4. Nauczyciel prezentuje problem opisany w Przyktadzie. Uczniowie rozwigzujg problem
w parach i wybrani uczniowie przedstawiaja na forum klasy efekty pracy.

5. Uczniowie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujac
umiejetnosci z réznych dziatlow matematyki.

Faza podsumowujaca:



» Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekcji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaly wykonane w czasie zaje¢. Zacheca uczniow do przeprowadzenia dowodu
twierdzenia o ortocentrum i okregu opisanym na trojkacie.

Materialy pomocnicze:
Trojkaty i ich wlasnosci
Wskazowki metodyczne:

Symulacje interaktywng mozna zastosowac¢ w ramach powtorzenia przed sprawdzianem.
Mozna jg wykorzystac przy realizacji tematu o wysokosciach trojkata.


https://epodreczniki.pl/a/trojkaty-i-ich-wlasnosci/Ds2LxvmhR

