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Czy to nie ciekawe?

Na lekcji matematyki nauczyciel kazat uczniom obliczy¢ sume liczb od 1 do 40.
Oczekiwal, ze zajmie im to przynajmniej kilkanascie minut. Tymczasem maty Carl juz
po minucie mowi ,Ja juz obliczytem”i podaje wynik. Nauczyciel nie dowierzat.
Posumowat wiec liczby sam i ku swemu zdumieniu, uzyskat ten sam wynik. ,Jak to
mozliwe, Ze tak szybko to policzytes?” zapytal. ,To bardzo proste”, odpowiedzial Carl.
»Suma liczb 11 40 wynosi 41, 21 39 - tez, 31 38 tak samo. Takich par jest dwadziescia.
Wystarczy pomnozy¢ 41 przez 20...”.

Ten maty Carl to Carl Gauss - genialny niemiecki matematyk, fizyk, astronom...
A krzywa Gaussa to prosta recepta na rozwigzanie skomplikowanych problemow.

Twoje cele



Dzieki lekturze tego tekstu:

e poznasz postac krzywej Gaussa i jej podstawowe wlasnosci,
e dowiesz sig, jakie jest znaczenie parametrow krzywej,

e zrozumiesz, dlaczego odchylenie standardowe jest tak powszechnie

uzywane w opisie doktadnosci pomiarowych.



Przeczytaj

Warto przeczytaé

Krzywa obiekt geometryczny, ktorego szczegdlnym przypadkiem jest prosta. Ma rozne
cechy, ktorych prostej ,brakuje”, jak chociazby krzywizna czy punkt przegiecia.
Niektore krzywe maja swoje nazwy, na przyklad: parabola, hiperbola, okrag, elipsa,
spirala itp.

Jesli krzywa jest wykresem funkcji, moze miec¢ punkty, ktoére w ustalonym uktadzie
wspotrzednych interpretujemy jako minima czy maksima tej funkcji. Tego tez
w przypadku prostej nie zaobserwujemy.

Krzywa najlatwiej jest opisa¢ wzorem w postaci zaleznosci typuy = f(z;a,b,c,...),
gdzie warto$ci zmiennej ¢ sg odktadane na osi poziomej, a zmiennej y, na pionowe;.
Symbole a, b, c, ... to parametry tej zaleznoSci, jak np. we wzorze dla paraboli:
y=ax’+bx +c.

Krzywa Gaussa ma dwa parametry: a oraz o (sigma) i opisana jest zalezno$cig

1

y(w; a,’ 0’) = \/%O_ e 202
Czesto korzysta si¢ z prostszej postaci krzywej Gaussa dla wartosSci parametrow: a =
0,0=1

y(z) = \/%0 e @2

We wzorach tych jeden symbol moze by¢ dla Ciebie nowy: e to liczba niewymierna,

ktorej wartosc¢ z wystarczajaca dla nas dokladno$cia wynosi 2,718281828459. Liczba e
to podstawa logarytmoéw naturalnych, ale dla naszych celow wystarczy wiedzie¢, ze

to po prostu liczba (wigksza niz 2, mniejsza niz 3), ktorej warto$¢ znamy.

Popatrzmy uwaznie na te wzory, bo z nich wynikajg wazne wlasnosci krzywej Gaussa.

1. Pierwszy czynnik to liczba, ktorg fatwo mozemy policzyc¢, jesli znamy wartosc¢ o.
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2. Drugi czynnik zawiera potegowanie liczby wiekszej od 1. Wyktadnik jest ujemny,

a wiec im wigksza jego warto$¢ bezwzgledna, tym mniejszy drugi czynnik.

3. Ulamek w wyktadniku ma w liczniku i mianowniku wyrazenia w kwadracie, a wiec
zawsze bedzie mial wartosci nieujemne. Z parzystosci funkcji kwadratowej mamy

bardzo wazny wniosek: krzywa Gaussa jest symetryczna wzgledem prostej ¢ = a.

Teraz juz pora na pokazanie krzywych Gaussa dla roznych wartoSci parametrow:
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Rys. 1. Krzywe Gaussa dla zadanych warto$ci parametréw, ktore podane sa na rysunku.

Zauwaz, ze

1. Kazda z krzywych rozcigga si¢ od minus do plus nieskonczonosci (co cigzko
oddac ze wzgledu na szybkie malenie funkcji rozkladu do zera w miare

zwiekszania roznicy miedzy argumentem a parametrem a)

2. Im mniejsza jest warto$¢ parametru o (sigma), tym wezsza jest krzywa i tym
wyzej siega maksimum krzywe;j.
3. Parametr a okresla przesunig¢cie maksimum krzywej wzgledem zera na osi x

(Uwaga: jest to uniwersalna wtasnos$¢ wykresow funkciji).

4. Pole obszaru miedzy osig x a krzywgq nie zalezy od warto$ci parametrow - jest

zawsze takie samo. Mozesz to ocenic jedynie ,na oko”, ale zapewniam Cig, ze tak
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wlasnie jest.

Dla zainteresowanych

(Uwaga: wspotczynnik odwrotnie proporcjonalny do szerokosci krzywej
odpowiada wlasnie za to - oryginalng funkcje wykiadniczg podzielono przez pole

pod jej wykresem.

Jest to jeden z przypadkéw normowania funkcji. Na do$¢ wysokim poziomie jest to
analogiczne do znajdowania wersora (wektora jednostkowego) dla danego
niezerowego wektora - tylko obliczenie dlugosci wektora jest zwykle prostsze niz
obliczenie pola pod wykresem funkcji. Ale znéw - na bardzo wysokim poziomie

jest to praktycznie to samo...)

Ale dlaczego krzywa Gaussa jest taka wazna? Odpowiem natychmiast: bo umozliwia

w prosty i jednolity sposob oszacowac¢ doktadnosci wszelkich pomiaréw, a takze
opisac bardzo wiele procesow zachodzgcych w przyrodzie. To mocne stwierdzenie

i z pewno$cig wymaga wyjasnienia.

Wezmy wiec za przyklad czynnoSc¢ najprostszg i codzienng, a takg na pewno jest
chodzenie. Ale czy wiesz, jaka jest dlugo$¢ Twojego kroku? To zalezy, odpowiesz. Jest
wieksza, jak sie spiesze i mniejsza, jak spaceruje. A jak czesto Twoje kroki sa diugie, jak

czesto krotkie. Nie wiesz? A ja wiem.

Gdyby$ mierzyt dlugos¢ swych krokow w ciggu jakiego$ czasu, np. miesigca (bytoby ich
zapewne tysigce), to mozna bytoby wyliczy¢ ich Sredniag dtugosc¢. Poszczegdlne
dtugosci bylyby jednak ,porozrzucane” wokot tej Sredniej, wigkszos¢ w poblizu, ale
sporo wigksze i mniejsze tez by sie zdarzaty. Chce Ci wiec powiedziec, ze rozktad

odstepstw dlugosci Twych krokow od $redniej opisywany jest krzywg Gaussa. Rzecz

jasna dotyczy to takze nas wszystkich, chociaz kazdy ma inng Srednig i inny rozrzut.

Ta $rednia i ten rozrzut to wiasnie parametry krzywej Gaussa: $rednia to a, rozrzut to

o, natomiast wysokos¢ krzywej pokazuje, jak czesto dane odstepstwo od Sredniej sie
zdarza; jesli czesto, to wysokosc¢ jest mniejsza, jesli rzadko, to wieksza. Wiedz tez, ze

bardzo duzo procesow, w ktorych na wynik ma wptyw wiele roéznych czynnikow,
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opisanych jest krzywg Gaussa, jak chociazby rozrzut czasu jazdy autobusu na danej

trasie, czy liczby pasazerow w autobusie.

Przyklady mozna mnozy¢, ale najbardziej klasycznym, a dla nas najwazniejszym, jest
proces powstawania btedow przypadkowych w pomiarach. Niewazne, co mierzysz:
dtugos¢, czas, mase, predkose, ciSnienie, temperature... Kiedy na wynik pomiaru majg
wplyw rozne czynniki o charakterze przypadkowym, to rozrzut odpowiednio duzej
liczby wynikoéw pojedynczych pomiarow wokot wartosci mierzonej bedzie zgodny

z krzywa Gaussa (i im wigksza liczba tych wynikow, tym lepsza zgodno$¢). Utatwia to

w zasadniczy sposob ocene dokltadnosci pomiarow, pozwala porownywac pomiary
wykonywane roznymi przyrzadami i metodami, umozliwia jednolity dla wszystkich na

Swiecie ich opis.

Gdyby wydzieli¢ grupe pomiarow, ktore mieszcza sie w zakresie odleglym od wartosci
Sredniej mniej niz wartos$¢ jednej sigmy, to okazatoby sig, ze takich pomiarow jest
okoto 68,3 procent, w granicach dwoch sigm miesci si¢ 95,5 procent, a w granicach
trzech mieSci sie 99,7 procent (Rys. 2.). Odleglos¢ od wartosci Sredniej rowna wartosci

jednej sigmy to odchylenie standardowe. Warto$¢ tego odchylenia mozna fatwo

wyliczy¢ znajgc wartosci wynikow pomiarow: diugosci krokow, czasu jazdy autobusu

itd. Wazne jest, ze majgc tak wyliczone odchylenie standardowe i wiedzgc, ze jest to

rOwnoczesnie parametr krzywej Gaussa, wiemy wszystko o rozkladzie interesujgce;
nas wielkos$ci i nie musimy dla kazdego przypadku szuka¢ oddzielnego rozwigzania. Tu
jest wilasnie geniusz Gaussa, ktory juz w mtodosci, jak wiesz, umiat upraszczac

wykonywanie obliczen.
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Standardowa postac krzywej Gaussa: a=0, o=1
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Rys. 2. Standardowa posta¢ krzywej Gaussa dla: a = 0, o = 1. Strzalki poziome wydzielaja obszary,
w ktorych mieSci si¢ zaznaczony procent powierzchni pod krzywa.

Wiecej o rozkladzie Gaussa i odchyleniu standardowym dowiesz si¢ z e-materiatu
»=Rozklad normalny”.

Stowniczek

Krzywa Gaussa

(z-a)

1 e 22

V270
gdzie a i 0 sg parametrami. Krzywa przypomina ksztalt dzwonu i jest symetryczna

(ang. Gaussian curve) krzywa okre$lona wzorem Gaussa y(z;a,0) =

b

wzgledem punktu z = a. Parametr o okresla szeroko$¢ i wysokos$¢ krzywe;j. Pole
pod krzywga Gaussa wynosi 1, niezaleznie od wartosci parametrow. Krzywa Gaussa

ma bardzo szerokie zastosowanie w statystyce i analizie niepewnosci

pomiarowych.

Odchylenie standardowe

(ang. standard deviation) to parametr o krzywej Gaussa, ktory okresla szeroko$¢

i wysokos¢ krzywej. Moze poprzyjmowac tylko nieujemne wartosSci.




Film samouczek

Krzywa Gaussa i odchylenie standardowe

Jezeli jeszcze nie wszystko jest dla Ciebie do konca zrozumiate, to watpliwosci
powinien rozwiac film-samouczek, do obejrzenia i wystuchania ktorego serdecznie Cie

zapraszam.

Polecenie 1

Skala logarytmiczna jest rodzajem skali pomiarowej, w ktorej w réwnych odstepach
umieszcza sie logarytmy badanej wielkosci. Wykorzystujemy ja, gdy chcemy na jednym
wykresie zestawi¢ ze sobg niewielkie (np. milimetry) jak i ogromne wartosci funkc;ji (np.
kilometry). Zastandw sie, jaki ksztatt przyjmie funkcja Gaussa, jesli zamiast przedstawiac

jej wartosci na wykresie y w funkcji x, bedziemy przedstawiac logarytmy dziesietne jej

wartosci Y (z) = log y(x) w funkcji z?



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1

o (z—a)2
Jaka jest warto$¢ wyrazeniae 22 dlax = a?
Odpowiedz:
Cwiczenie 2 @)

Jaka jest wysokos¢ standardowej postaci krzywej Gaussa? Podaj odpowiedzZ z doktadnoscia
do czterech cyfr znaczacych.

Odpowiedz:

Cwiczenie 3

)
Jaka jest wysokos¢ krzywej Gaussa dla wartosci parametrow a = -3, o = 57 Podaj
odpowiedz z doktadnoscig do pieciu cyfr znaczacych.
Odpowiedz:
Cwiczenie 4 O

Mamy rozktad Gaussa o parametrach: a = 7, o0 = 2,5. W jakim przedziale zawarte sa

wartosci zmiennej niezaleznej oddalone od Sredniej o nie wiecej niz jedno odchylenie
standardowe?

Odpowiedz: (l ’< T <‘




Cwiczenie 5 C
Kiedy wartos¢ x oddala sie od wartosci a, to warto$¢ funkcji Gaussa sie zmniejsza. Czy

zmniejszanie nastepuje szybciej dla duzych wartosci o, czy dla matych? Wybierz
prawidtowg odpowiedz.

() dlamatych

() nie zalezy
() dladuzych
Cwiczenie 6 @

Co we wzorze na krzywa Gaussa sprawia, ze kiedy rozktad Gaussa jest szeroki, to

rownoczesnie zmniejsza sie jego wysokos¢?

Cwiczenie 7 @
Czy wartos¢ parametru a moze mie¢ wptyw na pole powierzchni pod krzywa Gaussa?
Woybierz prawidtowa odpowiedz.

() niemoze
() moze, ale tylko, kiedy a = 0

() moze mie¢



Cwiczenie 8 @

Jaka jest rola statej m we wzorze na krzywa Gaussa? Wybierz prawidtowa odpowiedz.

() Sprawia, ze krzywa Gaussa ma posta¢ dzwonu.
() Umozliwia opis proceséw opartych na geometrii kota.

() Stanowi czynnik niezbedny, by pole pod krzywa Gaussa byto réwne 1.



Dla nauczyciela

Konspekt (scenariusz) lekcji

Imie¢ i nazwisko

autora:
Przedmiot;:

Temat zajec:

Grupa docelowa:

Podstawa

programowa:

Ksztaltowane
kompetencje

kluczowe:;

Jan Pluta

Fizyka
Krzywa Gaussa i odchylenie standardowe
[T etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Cele ksztalcenia - wymagania ogolne

II. Rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem praw

i zaleznosci fizycznych.

Zakres rozszerzony

TreS$ci nauczania - wymagania szczegoélowe

. Wymagania przekrojowe. Uczen:

15) postuguje si¢ pojeciem niepewnosci pomiaru wielkosci
prostych i ztozonych; zapisuje wynik pomiaru wraz z jego
jednostkg oraz z uwzglednieniem informacji o niepewnosci;

uwzglednia niepewnosci przy sporzadzaniu wykresow.

Zalecenia Parlamentu Europejskiego i Rady UE z 2018 r.:

e kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia

informaciji,

e kompetencje matematyczne oraz kompetencje
w zakresie nauk przyrodniczych, technologii
1 inzyniertii,

e kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie

umiejetnosci uczenia sie.



Uczen:

1. definiuje wzor na krzywga Gaussa oraz rysuje

odpowiadajacg mu postac graficzna.
Cele operacyjne:
2. wyjasnia role parametrow krzywej dla okres$lenia jej

ksztaltu i potozenia na wykresie.

3. rozpoznaje relacje pomiedzy odchyleniem

standardowym a ksztaltem krzywej Gaussa.

Strategie . , . _ .
) Strategia nauczania: nauczanie przez dociekanie IBSE.
nauczania

Metody nauczania = Rozwigzywanie problemow, pokaz multimedialny.

., - praca indywidualna,

Formy zajec:
- praca w parach.

Srodki Komputer z rzutnikiem, materiaty zaczerpniete z literatury,
dydaktyczne: czasopism naukowych i technicznych, telewizji itp.
Materialy materiaty pomocnicze: animacje graficzne np. w EXCELu, lub
pomocnicze: na stronie geogebra.org/m/QrNaGua4
PRZEBIEG LEKCJI
Faza wprowadzajaca:

Wprowadzenie wedtug tresci zawartej w czesci ,,Czy to nie ciekawe?” e-materiatu.

Faza realizacyjna:



Uczniowie ogladaja film-samouczek.

Nauczyciel zadaje uczniom pytania:

- Jaki wzor opisuje krzywa Gaussa?

- Jaki ksztalt ma krzywa Gaussa?

- Jaka role w okresleniu ksztaltu i potozeniu krzywej majg parametry?

- Jaka jest relacja pomiedzy odchyleniem standardowym a ksztaltem krzywe;j

Gaussa? itp.

W razie potrzeby nauczyciel wyjasnia uczniom niezrozumiate kwestie. Nauczyciel
podkresla znaczenie krzywej Gaussa i odchylenia standardowego dla opisu
niepewnosci pomiarowych. Uczniowie rysujg krzywe Gaussa dla zadanych przez
nauczyciela wartosci parametrow. Uczniowie rozwigzuja zadania z zestawu

¢wiczen. Nauczyciel wspiera uczniow w realizacji zadania.
Faza podsumowujaca:

Dyskusja koncowa jest zarazem wstepem do nastepnych lekcji, na ktorych
omawiane bedzie zastosowanie krzywej Gaussa w analizie niepewnosci

pomiarowych.
Praca domowa:

Pisemna praca domowa: Narysuj krzywe Gaussa dla podanych wartosci

parametrow i zaznacz na nich potozenie wartosci parametrow krzywe;.

Wskazowki

metodyczne

opisujace rézne Multimedium moze by¢ dostepna dla uczniow
zastosowania i wykorzystana nie tylko na lekcji, ale i w domu.
danego

multimedium:



