Dowodzenie z wykorzystaniem cech przystawania
trojkatow - przyktady

Przyklady zadan na dowodzenie z wykorzystaniem cech przystawania trojkatow. Kilka
przyktadow o wiekszym stopniu trudnosci. llustracje do przeprowadzonych dowodow.



Dowodzenie z wykorzystaniem cech przystawania
trojkatow - przyktady

W ponizszych przykladach pokazemy zastosowanie cech przystawania trojkgtow

w zadaniach na dowodzenie.
Przyktad 1

W réwnolegtoboku ABCD przekatne AC' i BD przecinaja sie w punkcie M. Wykaz, ze
trojkaty ABM i C' DM sa przystajace.

Czworokat ABCD jest réwnolegtobokiem, a zatem boki AB i CD sg rébwne oraz
zawieraja si¢ w prostych rownoleglych. Wynika stad, ze katy CAB i DC A maja réwne
miary oraz katy DBA i BDC' maja rowne miary.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Stad i z rownosci
|AB| = |CD|,

wynika, ze tréjkaty ABM i CDM sa przystajace, co stwierdzamy na mocy cechy kat -
bok - kat.

Uwaga. Z przystawania trojkatow ABM i CDM wynika, ze |AM| = |[MC| i

|BM| = | M D|. Prawdziwe jest zatem ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie: Przekatne w rownolegtoboku

W dowolnym réwnolegtoboku przekatne dzielg si¢ na potowy.



Prawdziwe jest rowniez twierdzenie odwrotne.
Twierdzenie: Czworokat, ktéry jest rownolegtobokiem

Czworokat, ktorego przekatne dzielg si¢ na potowy jest rownolegtobokiem.

Dowadd

Dla dowodu rozpatrzmy czworokat ABC D, ktorego przekatne AC' i BD przecinaja si¢
w punkcie P bedgcym $rodkiem kazdejz nich. Wtedy

IAP| = |CP

.|DP| = |BP|
oraz

|<APD| = |<BPC|,

jako katy wierzchotkowe. Zatem trojkaty APD i BPC sg przystajace, co stwierdzamy na
mocy cechy bok - kat - bok.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wobec tego |AD| = |BC|, a takze |[<PAD| = |<<PCBJ, skad wniosek, ze proste AD i
B(C' sa réwnolegle.

Skoro dwa boki czworokata ABC' D sa réwne i rownolegle, to jest on rownolegtobokiem,
co konczy dowod.

Przyktad 2




o Wtréjkacie ABC s$rodek boku AB jest spodkiem wysokosSci opuszczone;j
z wierzcholka C. Wykaz, ze boki AC'i BC tego trojkata sg rowne.

Oznaczmy przez D $rodek boku AB. Trojkaty ADC' i BDC' s3 prostokatne. Majg wspo6lna
przyprostokatng DC, a takze |AD| = |DB|.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Sa to wiec trojkaty przystajace (na mocy cechy bok-kat-bok). Stad wynika, ze
|AC| = | BC)|. To spostrzezenie koniczy dowdd.

» W trojkacie ABC spodkiem wysokosci opuszczonejz wierzchotka C na bok AB jest
taki punkt P, ze katy ACP i BC' P maja rowne miary. Wykaz, ze

|AC| = |BC|.

Trojkaty APC i BPC sg prostokatne, majg wspolng przyprostokatng PC, a takze katy
ACP i BCP majg rébwne miary.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Trojkaty te s zatem przystajace (na mocy cechy kat - bok - kat). Stad |AC| = | BC|.
Koniec dowodu.

« W trojkacie ABC boki AC'i BC sa réwne. Wykaz, ze spodkiem wysokosci
opuszczonej z wierzchotka C' tego tréjkata jest sSrodek boku AB.

Oznaczmy przez E spodek wysoko$ci poprowadzonejz wierzchotka C na bok AB.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wtedy z twierdzenia Pitagorasa w tréjkatach prostokatnych AEC i BEC mamy
odpowiednio



|AE|> + |EC|? = |AC|

|BE|” + |EC|” = |BC[’,

skad

[AE[* = |AC|® - |EC|’

|BE|* = |BC|* — |EC|.

Skoro |AC| = |BC|, to |AE|* = |BE|*. Uwzgledniajac, ze |AE| > 0 oraz |BE| > 0,
otrzymujemy |AE| = |BE|, czyli punkt E jest $rodkiem boku A B, co nalezato wykazac.
Uwaga!

Poniewaz odpowiednie boki w trojkgtach AEC' i BEC s3 réwne, to na mocy cechy
bok-bok-bok stwierdzamy, ze trojkaty te sa przystajace. Wynika z tego, ze

|<CAE| = |<CBE

’

|<<ACE| = |<BCE).

Prawdziwe jest wigc ponizsze twierdzenie.
Twierdzenie: Tréjkat rownoramienny

W dowolnym troéjkgcie rownoramiennym

» katy wewnetrzne przy podstawie sg rowne,
» Srodek podstawy jest spodkiem wysokoSci opuszczonejna t¢ podstawe,
» wysokos¢ poprowadzona z wierzchotka kata wspolnego dla ramion zawiera si¢

w dwusiecznej tego kata.
Przyktad 3

W prostokacie ABCD przekatne AC' i BD przecinaja sie¢ pod katem prostym. Wykaz, ze

|AB| = |BC|.




Oznaczmy przez P punkt przeciecia przekatnych AC'i BD prostokata ABCD. Jest on
srodkiem kazdej z tych przekatnych, bo czworokat A BC' D jest rownolegtobokiem.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauwazmy, ze punkt P jest spodkiem wysoko$ci poprowadzonejw trojkacie ABC
z wierzchotka B na bok AC. Wobec tego trojkat ABC jest rownoramienny i

|AB| = |BC).

To spostrzezenie konczy dowod.

Udowodnilismy wiec, ze prostokat, ktorego przekatne przecinaja si¢ pod katem prostym
jest kwadratem.

Przyktad 4

W réwnolegloboku ABC'D przekatna AC zawiera sie w dwusiecznejkata BAD. Wykaz,
ze przekatne AC'i BD tego réwnolegloboku przecinajg sie pod katem prostym.
Oznaczmy przez a miare kazdego z katow, na ktore dwusieczna AC podzielita kat BAD

|<CAB| = «a,

<CAD| = a.
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Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wtedy

|<ACD| = «

|<ACB| = a.
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Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Trojkaty ABC'i ADC ' sg zatem réwnoramienne, bo w kazdym z nich katy przy podstawie
AC maja miare réwng a. Zatem

|AB| = |BC| = |CD| = |AD|



Wynika z tego, ze spodkiem wysoko$ci poprowadzonej z wierzchotka B trojkata ABC na
podstawe AC jest srodek M odcinka AC, ktéry jest rowniez spodkiem wysokosci
poprowadzonejz wierzchotka D tréjkata ADC na podstawe AC.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Wobec tego miary katow BM A i AM D sumuja sie do kata potpelnego, zatem punkt M
lezy na przekatnej BD.

To oznacza, ze przekatne AC'i BD réwnolegloboku przecinajg sie pod katem prostym.
Koniec dowodu.

Uwaga. Wykazalismy, ze jezeli w rownolegloboku ABCD przekatna AC zawiera si¢

w dwusiecznej kata BAD, to rownoleglobok ABC'D jest rombem.

Przyktad 5

W trojkacie prostokgtnym ABC punkt D jest spodkiem wysoko$ci opuszczonej

z wierzcholka kata prostego C na przeciwprostokatng AB. Punkt E jest symetryczny do
punktu D wzgledem prostej AC, a punkt F' jest symetryczny do punktu D wzgledem
prostej BC.



Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wykazemy, ze punkty C, E'i F'leza na jednej proste;j.
Zauwazmy, ze prosta AC jest symetralng odcinka DE. Wynika stad, ze

|AE| = |AD|,

ICE| = |CD|.

Wobec tego tréojkaty EAC i DAC s przystajace, co stwierdzamy na mocy cechy bok -
bok - bok.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zauwazmy tez, ze prosta BC jest symetralna odcinka DF'. Wynika stad, ze



|BF| = |BD|,

ICF| = |OD|.

Zatem tréjkaty FBC' i DBC s przystajagce, co stwierdzamy na mocy cechy bok - bok -
bok.

F

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

W trojkacie ABC kat ACB jest prosty. Oznaczmy przez o miar¢ kata C AB. Wtedy

|<CBA| = 90° — o

W trojkacie prostokatnym ADC kat przy wierzcholku D jest prosty i

|<CAD| = a,

wiec

|<DCA| =90" — c.

Wobec tego

[<EAC| =90" — a.



(bo DC'Ai ECA to odpowiednie katy w trojkatach przystajacych EAC i DAC).
W tréjkacie prostokatnym BDC kat przy wierzchotku D jest prosty i

|<DBC|=90" — a.
Zatem
|<<BCD| = a.
Wobec tego
|<BCF| = a,

(bo <BCD i <BCF to odpowiednie katy w tréjkatach przystajacych FBC'i DBC).
Obliczmy miare kata EC'F. Mamy

|<ECF| = |<ECA|+ |<ACB| + |<BCF| = (90" —a) +90° +a = 180".

F

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wrynika z tego, ze punkty C, E'i F'leza na jednej prostej, a to wiasnie nalezato
udowodnic.
Przyktad 6

Na bokach AC'i BC tréjkata ostrokatnego ABC zbudowano kwadraty ACDE i BCFG.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wykazemy, ze odcinki BD i AF majg rowne dtugosci.
Oznaczmy

IAC| = b,

BC| = a,

<ACB| = 7.

Czworokat ACDE jest kwadratem, wiec |CD| = |AC| = b. Czworokat BCFG jest
rowniez kwadratem, wiec

|CF| = |BC| = a.
Ponadto
|<DCB| = |<DCA| + |<ACB| = 90° +~
oraz

|<ACF| = |[<ACB| + |<BCF| = v + 90°.
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wobec tego

ICD| = |AC| = b

|<<DCB| = |[<ACF| =90" +~

(CB| = |CF| = a,

wiec trojkaty DCB i ACF sg przystajace, na mocy cechy bok - kat - bok.
Wynika z tego, ze |[BD| = |AF| (bo sa to odpowiednie boki w trojkagtach przystajgcych).
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

To konczy dowdd.
Przyktad 7

Na bokach AB, BC'i C'A trojkata rownobocznego ABC wybrano odpowiednio punkty K
, Li M tak, ze

|AK| = |BL| = |CM]|.

Wykaz, ze trojkat K LM jest rownoboczny.
Oznaczmy przez a dtugos$¢ boku tréjkata réwnobocznego ABC'i przez x — dlugos¢
kazdego z odcinkéw AK, BL i CM. Wtedy kazdy z odcinkow AM, CL i BK ma dlugo$¢

a— .

A X K a—=x B

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Poniewaz

|AK| = |BL| = |CM| = «

|<MAK| = |<KBL| = |<LCM]| = 60°

IMA| = |KB| = |LC|=a -2

to trojkaty MAK, KBL i LCM sa przystajace, na mocy cechy bok - kat - bok.
Wobec tego odcinki MK, KL i LM s3 rowne, wiec trojkat K LM jest rownoboczny.
Koniec dowodu.

Przyktad 8

Trojkat ABC przedstawiony na ponizszym rysunku jest rownoboczny, a punkty B, C, N
sa wspotliniowe. Na boku AC wybrano punkt M taki, ze

|AM| = |CN|.
Wykaz, ze

|BM| = |MN|.
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Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Oznaczamy



|AB| = |BC| = |CA| = a, |[AM]| = |CN| = z.

e sposobl

Wybierzmy na boku BC taki punkt D, ze odcinki M D i AB sa réwnolegle.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wtedy

|<CMD| = |<CAB| = 60,

czyli trojkat C M D jest rownoboczny, a jego bok jest rowny a — z. Zatem

\MD| =|CM|=a -z,

|BD| = |BC| — |CD|=a— (a — z) =z,

CN| =z,

|<BDM]| = 120",

<NCM| = 120",

wiec trojkaty BDM i MCN sa przystajace, na mocy cechy bok - kat - bok.
Wobec tego odcinki BM i M N sg rowne.
Koniec dowodu.

e Sposob II



Przedtuzamy bok AC o odcinek C'N’ tak, ze

IMN’| = a.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Wtedy w trojkacie NC' N’ mamy

|ICN|=|CN’| ==z
oraz

|<INCN’| =60°.

wiec trojkat NC'N’ jest r6wnoboczny.
Wynika z tego, ze

INN'| = .

Zatem

IMN’| = |AB| = a,

INN’| = |MA| = z,



|<MN’N| = 60",

<BAM| =60",
wiec trojkaty MN’N i BAM sa przystajgce, na mocy cechy bok - kat - bok.
Wobec tego odcinki BM i M N s3 rowne. Koniec dowodu.

e sposob III

Na boku A B odkladamy taki punkt M’, ze

|AM| = |AM| = «.

A M B

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Woweczas trojkat AM M jest rownoboczny, a jego bok jest rowny x.
Wynika z tego, ze

|MM’| = z,

<BM’M| = 120°.

Wobec tego

\MM’| = |[NC| =z

IM’B| = |CM|=a—=x



|<MM’B| = 120",

<NCM| =120,

wiec trojkaty MM’ B i NCM s przystajace, na mocy cechy bok - kat - bok.
Zatem odcinki BM i M N s3 roOwne.
Koniec dowodu.



