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Zrédto: PxHere, dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

Definicja Cauchy'ego granicy funkcji w punkcie w odroznieniu od definicji Heinego nie
wykorzystuje pojecia granicy ciggu. Wykorzystuje pojecie otoczenia i sgsiedztwa punktu
oraz zwykla arytmetyke liczb. Definicja podana przez Augustina Louisa Cauchy'ego nie
pozwala na og6t na bezposrednie obliczenie granicy funkcji w punkcie a jedynie na
wykazanie, ze dana liczba jest granicg funkcji w punkcie. Temat ten poSwigcimy podaniu
przykladow wykorzystania definicji Cauchy'ego w dowodzeniu, ze dana liczba jest granica
funkcji w punkcie. Ponadto w sekcji Film samouczek pokazemy jak wykorzysta¢ definicje
Cauchy'ego do obliczenia granicy funkcji.

Twoje cele

» Przypomnisz sobie definicje granicy funkcji w punkcie wedtug Cauchy'ego.
» Wykazesz, korzystajac z definicji Cauchy'ego, ze dana liczba jest granica funkciji
w punkcie.




Przeczytaj

Na poczatek przypomnijmy sobie definicje Cauchy'ego granicy funkcji w punkcie.
Definicja: Granica funkcji w punkcie wedtug Cauchy'ego

Liczbe g € R nazywamy granicg funkcji f: Dy — R w punkcie zj € R, jesli dla dowolne;
liczby € > 0 istnieje liczba § > 0 taka, ze dla argumentow funkcji f nalezacych do
sasiedztwa punktu z( o promieniu ¢ (tzn. dla kazdego € Dy takiego, ze

0 < |z — zo| < 6), warto$ci funkcji f nalezg do otoczenia liczby g o promieniu ¢, tzn.

spetniony jest warunek | f(z) — g| < e.

Definicje Cauchy'ego na ogét wykorzystuje sie do wykazywania, ze dana z gory liczba jest
granicg pewnej funkcji w punkcie. W pewnych szczegélnych przypadkach jest mozliwe
obliczenie granicy funkcji w punkcie z wykorzystaniem definicji Cauchy'ego. Przyklad taki
mozna znalez¢ w Samouczku w kolejnej sekcji. Ponizsze przyklady pokazujg w jaki sposob
mozna uzy¢ definicji Cauchy'ego do wykazania, ze dana funkcja posiada granice w punkcie
rowna z gory zadanej wartosci.

Przyktad 1
Wykazemy, ze

ZICILI]IQ(G,ZL‘ +b)=ap+b,

gdzie a, b, p € R sa danymi liczbami oraz a # 0. Zgodnie z definicjg Cauchy'ego wezmy
dowolng, ustalong liczbe € > 0. Musimy wskazac liczbe § > 0 tak, aby spelniona byta
definicja Cauchy'ego. Niech § = ﬁ Wowczas dla wszystkich z € Dy takich, ze

0 < |x — p| < é otrzymamy
((az +b) = (ap + b)| = |a(z — p)| = la| - |z — p| <|a| -6 =e.
Definicja Cauchy'ego jest zatem spetniona, co dowodzi ze

lim(axz + b) = ap + b.

T—p

Przyktad 2

Wykazemy, ze

: 2 _ — 2
lim (22 — 2pz) = —p?,
gdzie p € R jest danym parametrem. Zgodnie z definicja Cauchy'ego wezmy dowolna,

ustalong liczbe € > 0. Musimy wskaza¢ liczbe § > 0 tak, aby spetniona byta definicja




Cauchy'ego. Niech § = /e. Wowczas dla wszystkich € Dy takich, ze 0 < |z — p| < §
otrzymamy

|(z? — 2pz) — (—p?)| = |2? — 2pz + p?| = lz—p|* < 82 =e.

Definicja Cauchy'ego jest zatem spetniona, co dowodzi ze

lim (:c2 — 2p:1c) = —p>.

T—p

Przyktad 3

Wykazemy, ze

2’+z—6 __ 5

lim g — 3

r—2

Wezmy dowolng, ustalong liczbe € > 0. Wskazemy liczbe § > 0 tak, aby dla wszystkich
z € Dy takich, ze 0 < |z — 2| < & spetniony byl warunek | f(z) — 3| < e. Zauwazmy, ze

3z—6 3

2’ +z—6 5 ‘ —

2’ 4r—6-5(z—2) |
3z—6 T

2?—4z+4 | _ |z—2]
3x—6 o 3

Poniewaz wiemy, ze |z — 2| < § wiec przyjmujac d = 3¢, otrzymamy

2
‘f(a:)—%|: |:’:3 ‘ <g=%=c

Na mocy definicji Cauchy'ego granicy funkcji w punkcie

lim 72558 = 3.
Przyktad 4
Wykazemy, ze

i, 58

Wezmy dowolng, ustalong liczbe € > 0. Wskazemy liczbe § > 0 tak, aby spetniona byta

definicja Cauchy'ego, tzn. aby dla wszystkich ¢ € Dy takich,ze 0 < |z + 2| < §

3_
T L 8‘ < e. Mamy

zachodzila nieré6wnosc¢

3
r°—4x _
x+2 8| o

2lz42)(a=2)-8(z+2) ‘ = |22 — 2z — 8| = |z + 2[|z — 4.

Poniewaz wiemy, ze 0 < |z 4 2| < § wiec w szczegolnosci
—0<z+2<4.

Odejmujac stronami 6, otrzymamy



—d-6<x—4<0—6.

Poniewaz § — 6 < & + 6 wiec z ostaniego ciggu nieréwnosci wynika, ze |z — 4| < § + 6.
Stad oraz z (1) mamy

Zr 8 =z +2llz— 4] < 5(5+6)
Poniewaz liczbe § > 0 mozemy wybra¢ dowolnie, wiec dobierajac jg dostatecznie blisko
zera prawdziwa bedzie nierowno$¢ 6(§ + 6) < €. Aby ja wyznaczy¢ wystarczy rozwigzac
réwnanie §(§ + 6) = € wzgledem §. W tym przypadku otrzymamy ép = Ve +9 — 3 > 0.
Wybierzmy zatem dodatnig liczbe § tak aby byla mniejsza od dg. Wowczas dla wszystkich
z € Dy takich, ze 0 < |z 4 2| < J dostaniemy

f‘i:;f“ —8‘ < O0(6+6) < dp(dg+6)=¢

Definicja Cauchy'ego jest zatem spetniona, co dowodzi ze

. x3—4x
wlirﬁl2 z+2 8

Przed kolejnym przyktadem przytoczymy pewng wazng nierownosc.
Wazne!

Dla wszystkich liczb rzeczywistych prawdziwa jest nierownos¢

|sinz| < |z|
W szczegolnosci dla x > 0 zachodzi
sinz < .
Przyktad 5
Wykazemy, ze
lim sin(m — %) = —1.

z—0

Wezmy dowolng, ustalong liczbe € > 0. Wskazemy liczbe § > 0 tak, aby spetniona byta
definicja Cauchy'ego. Poniewaz

sin(z — §) + 1| = |sin(z — §) +sin §|.
wiecC ze wzoru na sume sinusow mamy

‘sin(m — %) + sin §| = 2|sin %cos%‘ = 2‘sin %Hcos “’5”

Poniewaz cos(5 — a) = sin a oraz cos(—a) = cos a, wiec



javascript:void(0);

cos 5 = cos(% — %) = sin

|8

Z przytocznejwezesniej nierownosci wynika, ze [sin £ | < |£|. Reasumujac

sin(z — §) +1] = 2fsin 2 [* < 2 $[* = L.

Niech zatem § = v/ 2¢. Stad oraz z powyzszej nieréwnosci dla wszystkich z € Dy takich,
ze 0 < |z| < § otrzymamy

‘sin(w—%)—i—l‘<%<%‘z=s.

Na mocy definicji Cauchy'ego granicy funkcji w punkcie

glcig(l] sin(m — %) = —1.

Stownik

suma sinusow

. . . T+ r—
sinz + siny = 2sin 5 cos F



Animacja

Polecenie 1

Na ponizszej animacji pokazano w jaki sposéb definicja Cauchy'ego granicy funkcji w punkcie
moze by¢ uzyta, zarowno do obliczenia granicy jak i wykazania, ze dana z gory liczba jest
granicg funkcji w punkcie. Zapoznaj sie z przedstawionymi metodami a nastepnie wykonaj
Zzamieszczone ponizej polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DEXKtCuUo

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej obliczania granicy na mocy definicij

Cauchyego.

Polecenie 2
Korzystajac z definicji Cauchy'ego, oblicz granice funkcji f(z) = 3 — 2z w punkcie zy = 2.
Polecenie 3

Korzystajac z definicji Cauchy'ego wykaz, ze liII(l](3:B +1)=1.
T—r



https://zpe.gov.pl/a/DEXKtCuUo

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz prawidtowg odpowiedz. 1im1(2:c +1) =
T——

O 1

Cwiczenie 2

Zaznacz prawidtowg odpowiedz. lim (332 — 4:13) =
T—2

O -2
O 4
O -4

O 2




Cwiczenie 3
Ktére z podanych granic sg rowne (—1)?

J lim (562 + 2:1:)

z——1

0 lim (1 — 4z)

1
ZL")?

D lim(a} — 2)

r—3

) lim (22 — 1)

z—0

Cwiczenie 4

Przeciagnij w puste miejsca odpowiednie wyrazenia.

VVW@Zanmielhn(3x4_1):§ """"""" _
-’E%% [ !

..............

0<|z— <&

otrzymujemy

f@)—g = Be-1 =3l -4 < =
&) (30] (o] [ % ][5 (3] [2]




Cwiczenie 5

Uzupetnij tekst, przeciggajac w puste pola odpowiednie wyrazenia.

Wezmy dowolng liczbe ¢ > 0 i potézmy § = ¢§

Wodweczas dla wszystkich argumentéw funkcji

f(z) = 22® — 12z takich, 2e 0 < |z— |< & mamy
fl@)—g = <20t =c

2z — 6] || -9 |6 | —18 |3 |2z 3
Cwiczenie 6
Cwiczenie 7

Korzystajac z definicji Cauchy'ego, udowodnij, ze lim (M) = 3.
z——1 z+1

Cwiczenie 8

Korzystajac z definicji Cauchy'ego, udowodnij, ze liII(l) cos(x + 2m) = 1.
T—r



Dla nauczyciela

Autor: Mariusz Dolinski
Przedmiot: Matematyka
Temat: Jak obliczy¢ granice funkcji w punkcie, korzystajac z definicji Cauchy'ego?
Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:
XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.
Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1. oblicza granice funkcji (w tym jednostronne).
Cele operacyjne:
Uczen:

« stosuje definicje Cauchy'ego do obliczania granic wybranych typow funkcji.
« stosuje definicje Cauchy'ego do wykazywania, ze dana liczba jest granicg wybranych
funkciji elementarych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sieg.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
« konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
e metoda akwarium;
o dyskusja.

Formy pracy:



praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z treSciami zapisanymi w sekcji
LPrzeczytaj’.

Faza wstepna:

1. Ustalenie celu lekciji i kryteriow sukcesu w temacie: ,Jak obliczy¢ granice funkcii
w punkcie, korzystajac z definicji Cauchy'ego?”.

2. Uczniowie metodg burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach zapoznajq si¢ z przyktadami zawartymi w sekcji ,Przeczytaj”. Ich
zadaniem jest najpierw rozwigzanie danego zadania, a dopiero nastepnie poroéwnanie
jego rozwigzania. Grupy tworzg drzewa pomystow, na ktorych umieszczajg przyktady.
Po prezentacji prac grup powstaje jedno, wspolne dla catej klasy, drzewo pomystow.

2. Nauczyciel przechodzi do sekcji ,Sprawdz si¢”. Zapowiada uczniom, ze w kolejnym
kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia numer 11 2, i beda to robi¢ wspolnie. Wybrana
osoba czyta po kolei polecenia. Po kazdym przeczytanym poleceniu ochotnik udziela
odpowiedzi. Reszta uczniow ustosunkowuje si¢ do niej, proponujgc swoje pomysty.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. Kolejne ¢wiczenia nr 3-5 uczniowie wykonuja w parach. Nastepnie konsultujg swoje
rozwigzania z inna parg uczniow i ustalajg jedna wersje odpowiedzi, zapisuja problemy,
ktore napotkali podczas rozwigzywania ¢wiczen.

4. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenia numer 6, 7i 8 po wykonaniu kazdego
z nich nastepuje omowienie rozwigzania przez nauczyciela.

Faza podsumowujaca:



1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty dokonczone na
zajeciach.

Materialy pomocnicze:
» Granice funkcji
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna wykorzystac jako materiat stuzgcy powtorzeniu
materiatlu w temacie ,Jak obliczy¢ granice funkcji w punkcie, korzystajac z definiciji
Cauchy'ego?”.


https://epodreczniki.pl/ksztalcenie-ogolne/szkola-ponadpodstawowa/matematyka?cc=4303&fbclid=IwAR1wkuttWwk9YzL8jECeSj8ytw6hvU28pLKVnqH8SVFM7ntWBG5jMYL5phk

