Badanie monotonicznosci ciggow

« Wprowadzenie

o Przeczytaj

« Prezentacja multimedialna
o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Badanie monotonicznosci ciggow

‘ N L

Zrédto: Petri Haanpaa, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

e —

W sytuacjach zycia codziennego czesto spotykamy roznego rodzaju ciagi liczbowe. Prawie
zawsze s3 to ciagi, ktorych nie mozna opisa¢ prostymi wzorami. Trudno tez przewidziec,
czy bedg stale rosty lub malaty. Jednak teoretyczna umiejetno$¢ badania czy dany cigg jest
rosngcy, czy malejacy czesto przydaje sie przy okreslaniu ich dalszego przebiegu.

W tym materiale poznamy sposoby okreslania monotonicznos$ci ciggow liczbowych.
Zarowno skonczonych, jak i nieskonczonych.

Twoje cele

e Okreslisz monotoniczno$¢ danego ciagu.

» Ustalisz na podstawie wykresu czy cigg jest rosngcy, czy malejacy.
» Korzystajac ze wzoru ciggu, zbadasz jego monotonicznos¢.

o Okreslisz wyraz ciggu, od ktorego dany cigg jest monotoniczny.

» Udowodnisz, ze dany ciag jest rosnacy albo malejacy.




Przeczytaj

Na rysunku ponizej przedstawiono wykresy trzech ciaggow.

anh bnA Cnh
4 ® % 4
) [ ]
3 o 3 * 3
@ @
2 © 2 * 2
) N ® © e e o e e
10 1 i 1
9]
- o
0f 1 2 3 4 5 6p o, 1t 2 3 4 5 6p 0f 1 2 3 4 5 6p
=1 -1 -1

Pierwszy wykres jest wykresem ciggu rosngcego - kazdy kolejny wyraz ciggu (ay,) jest
wiekszy od wyrazéw poprzednich.

Uwaga

W niektorych przypadkach w tym materiale rozwazac¢ bedziemy ciagi okreslone dla
wszystkich liczb naturalnych. Najczesciejjednak okreslamy ciagi tylko dla liczb naturalnych
dodatnich. Do takiej dziedziny ograniczymy si¢ wiec w definicjach ciggow
monotonicznych, cho¢ mozna analogiczne definicje sformutowac dla ciaggéw okreslonych
w calym zbiorze liczb naturalnych.

Definicja: Ciagg rosnacy

Ciag (an) nazywamy rosnagcym wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wyraz tego ciggu (oprocz
wyrazu pierwszego) jest wickszy od wyrazu poprzedniego.

Czyli dla kazdejliczby n € N spelniona jest nieréwnosc

an+1 > Qn

Drugi wykres - to wykres ciggu malejacego - kazdy kolejny wyraz ciggu (by,) jest mniejszy
od wyrazow poprzednich.

Definicja: Cigg malejacy

Ciag (an) nazywamy malejacym wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wyraz tego ciaggu (oprocz
wyrazu pierwszego) jest mniejszy od wyrazu poprzedniego.

Czyli dla kazdejliczby n € Ny spetniona jest nierownos¢

an+1 < Qnp
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Trzeci wykres, to wykres ciggu statego - kazdy kolejny wyraz ciggu (c,) jest rowny
wyrazom poprzednim.

Definicja: Ciag staty

Ciag (a,) nazywamy stalym wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wyraz tego ciggu (oprocz
wyrazu pierwszego) jest rowny wyrazowi poprzedniemu.

Czyli dla kazdejliczby n € N, spelniona jest rownosc

An+1 = Gy

Mozemy tez rozwazac ciaggi, w ktorych kazdy kolejny wyraz ciggu jest nie mniejszy/ nie
wiekszy od wyrazu poprzedniego. Taki cigg nazywamy

odpowiednio niemalejagcym / nierosngcym. Cigg staly jest jednoczesnie ciggiem
nierosnacym i niemalejgcym.

Definicja: Cigg niemalejacy

Ciag (a,) nazywamy niemalejacym wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wyraz tego ciggu
(oprocz wyrazu pierwszego) jest rowny wyrazowi poprzedniemu lub wiekszy od wyrazu
poprzedniego.

Czyli dla kazdejliczby n € N, spetniona jest nierownosc¢

Apt1 2 an

W podobny sposob mozemy okresli¢ cigg nierosngcy. Wykres takiego ciggu przedstawia
ponizszy rysunek.




Definicja: Ciag nierosnacy

Ciag (a,) nazywamy nierosnagcym wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wyraz tego ciagu
(oprécz wyrazu pierwszego) jest rowny wyrazowi poprzedniemu lub mniejszy od wyrazu
poprzedniego.

Czyli dla kazdejliczby n € N spelniona jest nierownosc

An+1 S an

O ciggach rosnacych, malejgcych, statych, nierosngcych, niemalejacych (w catej swojej
dziedzinie) méwimy, Ze s3 to ciaggi monotoniczne.

Istnieja tez ciagi, ktore nie majg zadnej z powyzszych wiasnosci. O takich ciggach méwimy,
ze nie s3 monotoniczne. Wykres ciggu, ktory nie jest monotoniczny przedstawia ponizszy

rysunek.
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Definicje ciaggu rosnacego (a, ) mozna zapisa¢ w sposob réwnowazny w postaci
nieréwnosci

Apt1 —ap >0
ktora jest spelniona dla kazdej liczby naturalnejn € N .
Przyktad 1

Wykazemy, ze cigg (a,,) okreslony dlan € N, wzorem a,, = 2:—;31 jest rosnacy.

Badamy znak roznicy a, 11 — a,.



javascript:void(0);

2(n+1)-1 2n—1

Ont1 = On = Tp3133 ~ nis
_ 2n+1  2n—1
On+l — Gn = =77 n+3

Sprowadzamy ulamki do wspolnego mianownika i wykonujemy wskazane dziatania.

_ (2n+1)(n+3)—(2n—1)(n+4)
An+1 = an = (n+4)(n+3)

a _a 202 +7n+3—2n’—Tn+4
n+1 n (n+4)(n+3)

_ 7
an+1_an—m>0

Dla kazdejliczby naturalnejn € N, spelniona jest nieréwnos$c¢ a, 1 — a, > 0, zatem ciag
jest rosnacy, co nalezato wykazac.

Przyktad 2
Zbadamy monotoniczno$¢ ciggu (b, ) okreslonego dlan > 1 wzorem ogélnym
b, = vVn? —n.

Badamy znak roznicy b, 11 — by,.

bn+1—bn:\/(n—|—1)2—(n—|—1)—\/n2—n

byi1 — by, =vVn2+n—vn2—n

Przeksztalcamy zapisang réznice, korzystajac ze wzoru skroconego mnozenia na roéznice
kwadratow.

_ vVniintvn2-n
boi1 —bp=vVn2+n—+vn2—n- \/ﬁim

— 2n
bn-l—l - bn T Vmltnivni-n >0

Dla kazdejliczby naturalnejn > 1 spetniona jest nierownosc¢ b,+1 — b, > 0, zatem ciag

jest rosnacy.

Jesli wszystkie wyrazy ciagu (a,) sg dodatnie, to cigg jest rosnacy, gdy dla kazdej liczby
naturalnej n € N spelniona jest nier6wnos¢
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Przyktad 3
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Zbadamy monotoniczno$¢ ciggu (c,) okreslonego dlan € N, wzorem ¢, = (
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Badamy znak ilorazu
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Przeksztalcamy otrzymane wyrazenie.

er=7(3)" )

Cntl __ 3
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Dla kazdejliczby naturalnejn € N, spetniona jest nierownosc¢ cg—:l > 1, zatem ciag jest

rosnacy.

Definicje ciggu malejacego (a,,) mozna zapisa¢ w sposéb réwnowazny w postaci

nierownosci
ant1 — an < 0
ktora jest spelniona dla kazdej liczby naturalnej n € N_..
Przyktad 4
Wykazemy, ze ciag (d,) okreslony dlan € N, wzorem d, = 6 — 5n jest malejacy.
Badamy znak roznicy dp4+1 — d.
dpy1 —dp=6—-5(n+1)—6+5n
dpi1—dp=6—-—5n—5—6+5n
dn+1 —dp < =5

Dla kazdejliczby naturalnejn > 1 spetniona jest nieréwnos¢ dn+1 — d,, < 0, zatem cigg

jest malejacy, co nalezato wykazac.

Jesli wszystkie wyrazy ciggu (ar) sa dodatnie, to cigg jest malejacy, gdy dla kazdej liczby
naturalnej n € N spelniona jest nier6wnos¢

|
Przyktad 5
Zbadamy monotoniczno$¢ ciggu (t,) okreslonego dlan € N, wzoremt, = (3)".

: tu
Badamy znak ilorazu —4+.
n
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tn+1_i
i =5 <1

Wyrazy ciggu sq dodatnie i dla kazdejliczby naturalnejn € N spelniona jest nieréwnos¢

t’;—zl < 1 zatem ciag jest malejacy.

W niektorych przypadkach cigg monotoniczny otrzymujemy dopiero po odrzuceniu

pewnej liczby poczatkowych wyrazow danego ciaggu. O takich ciggach mowimy, ze sg

monotoniczne od pewnego miejsca.

Na przyktad ciag (a, ), ktorego wykres przedstawiono na rysunku ponizej, jest rosnacy,

poczawszy od wyrazu as.
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Przyktad 6

a, = n? — 14n + 40.

Badamy znak roznicy a,+1 — a,.

Uni1 — ap = (n+1)> — 14(n + 1) + 40 — n2 + 14n — 40
Ani1 — G =21 — 13

2n — 13 > 0dlan > 6,5

Stownik

Zbadamy monotoniczno$¢ ciggu (a, ) okreslonego dlan > 1 wzorem ogolnym

Poczawszy od wyrazu a; cigg jest rosngcy (dlan € {1, 2, 3, 4, 5, 6} ciagg jest malejacy).
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cigg rosnacy

cigg (a,) nazywamy rosnacym wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wyraz tego ciggu (oprocz
wyrazu pierwszego) jest wiekszy od wyrazu poprzedniego; czyli dla kazdejliczby n € N
spelniona jest nierownos¢

Apt1 > Ay
ciag malejacy

cigg (a,) nazywamy malejgcym wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wyraz tego ciggu (oprocz
wyrazu pierwszego) jest mniejszy od wyrazu poprzedniego; czyli dla kazdejliczby n € N,
spelniona jest nieréwnos¢

An+1 < Qp



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z prezentacja multimedialng, w ktoérej przedstawiono sposéb okreslania
monotonicznosci ciggu okreslonego wzorem rekurencyjnym i ciaggu malejacego od pewnego
miejsca.

Polecenie 2

Zbadaj monotonicznos¢ ciagu (a,,) okreslonego wzorem rekurencyjnym

ap =27ia,.1 =a,+2n—11dlan > 1.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Ciag (a,,) okre$lony wzorem ogélnym a,, = 4 - 7" — 3 jest:

() malejacy
() nierosnacy
() rosnacy

() staty

Cwiczenie 2 ¢

n+1 .
-

Zaznacz poprawng odpowiedz. Ciag (a,,) okre$lony wzorem a,, = (—1)2”+4 .
() nie jest monotoniczny
() jest staty

() jest rosnacy

() jest malejacy




Cwiczenie 3

Przeciggnij na odpowiednie pola wzory ciggdw malejagcych oraz wzory ciggdw rosnacych.

Ciagi rosnace

tTL —_— —3$n cn = 2_n
w, = 25 ’ dp = LG
7
T by =1—n+n?
Ciagi malejace n
an=v5—n




Cwiczenie 4
Zaznacz, ktore zdanie jest prawdziwe, a ktére fatszywe.

Prawda Fatsz

Ciag (an) jest rosnacy, gdy
dla kazdej liczby naturalnej
n € N_ spetni j O O
4+ spetniona jest
nieré6wnos¢ =% > 1.

Jesli dla kazdej liczby
naturalnej n > 1 spetniona
jest nieréwnos¢ O O
ani1 — a, < 0, to ciag
(ay,) jest malejacy.

Jesli dla kazdej liczby
naturalnej n > 1 spetniona
jest nierébwnosc a,, > a1, O O
to ciag (a,,) jest rosnacy.

Ciag (a,,) okreslony dla
n € N, jest rosnacy od
pewnego miejsca, jezeli
istnieje taka liczba
naturalna Ny, ze dla kazdej O O
liczby naturalnej n > N
spetniona jest nierdownosc
Api1 > Qp.

Cwiczenie 5

Uzupetnij wzdr ciagu, przeciagajac takie wyrazenie, aby ciag (a,,) byt ciagiem statym.

‘2(n—1) Hn(l—n)’ —n? m




Cwiczenie 6

Pouktadaj w odpowiedniej kolejnosci badanie monotonicznosci ciagu (a,,) okreslonego

24+4+6+...4-2n
n2

.

wzorem ogolnym a,, =

Woyrazy ciggu sg dodatnie i dla kazdej liczby naturalnej n € N spetniona jest

. e e a,n 1 . . .
nieréwnosé —“’—an < 1, zatem cigg jest malejacy.

_ (4n)n _ 14n

n? n

an

Zauwazmy najpierw, ze
2+4+64...4+2n = % ‘n

Anil _ gl 24m _m

a, ~—  n T nitl n+1

Oni1 n’+2n < n’+2n+1

an, n24+2n+1 n24+2n+1
B 20;%).n

an = )

Zapiszemy wzOr ciggu w najprostszej postaci

242
_ 24446+..42n _ 5T
an = n2 =
Ani1
=l <]
an+1

Okreslimy znak ilorazu —=.

n

Cwiczenie 7
Wykaz, ze ciag (a,,) okre$lony wzorem ogdélnym a,, = cos(n) nie jest monotoniczny.
Cwiczenie 8

n

Zbadaj monotoniczno$¢ ciagu (a,,) okre$lonego wzorem ogélnym a,, = %
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Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Badanie monotonicznosci ciaggow

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, klasa II lub III, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) oblicza wyrazy ciagu okreslonego wzorem ogolnym;

2) oblicza poczatkowe wyrazy ciggdw okreslonych rekurencyjnie, jak w przyktadach

{a1 = 0,001
a) ,

an:an+%°an(1_an)

0,1:1
b){ as =1 :

Qpt2 = Qpi1 + Gy
3) w prostych przypadkach bada, czy cigg jest rosngcy, czy malejacy.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» okresla monotoniczno$¢ danego ciagu
 ustala na podstawie wykresu czy cigg jest rosnacy, czy malejacy
» okresla wyraz ciggu, od ktorego dany ciag jest monotoniczny



» udowadnia, ze dany cigg jest rosngcy albo malejgcy
o dobiera argumenty do uzasadnienia poprawnosci rozwigzania problemu

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

o graffiti
 listwa usztywniajgca
e burza moézgow

Formy pracy:

e pracaw grupach
e praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer
« kartony, mazaki

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie metodg graffiti powtarzajg dotychczas zdobyte wiadomosci o ciggach - na
plakacie wczesniej przygotowanym przez nauczyciela, uzupeiniaja zapisy dotyczace
ciggow. Po uzupetnieniu plakatu, jeden z uczniéow odczytuje zapisane tam informacje.
Uczniowie ewentualnie je uzupetniajg.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w grupach metodg listwy usztywniajacej. Najpierw metoda burzy
mozgow tworza propozycje sposobow badania monotonicznosci ciggow. Na ,listwie”
zapisujg przyklady okreslania za pomocg podanych sposobow czy ciag jest malejacy lub
rosnacy.

2. Nastepnie zapoznaja si¢ z materiatem z sekciji ,Przeczytaj’ i prezentacja multimedialng.
Modyfikuja swoje pomysty i dopisujg nastepne.

3. Przedstawiciele grup prezentuja wypracowane rozwiazania.

4. Wspolnie zapisujg wzor ciggu i okreslajg jego monotonicznos$¢ za pomocg wszystkich
uzyskanych sposobow.



Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace¢ grup.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych.
Materialy pomocnicze:

Pojecie ciggu. Ciag jako funkcja zmiennej naturalne;j
Wskazowki metodyczne:

Prezentacje multimedialng mozna wykorzystac jako wstep do zaje¢ poswieconych badaniu
monotonicznosci ciggu arytmetycznego, badz geometrycznego.


https://epodreczniki.pl/a/pojecie-ciagu-ciag-jako-funkcja-zmiennej-naturalnej/DpLrb1VJR

