Wartosci dodatnie i uilemne funkcji kwadratowe]

« Wprowadzenie

o Przeczytaj

« Schemat interaktywny
o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Zrédto: Torsten Muller, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

W tym materiale wprowadzimy wiadomosci dotyczgce warto$ci ujemnych oraz dodatnich
funkcji kwadratowe;j. Istotnym elementem bedzie wyznaczenie zbioru wartosci funkcii
kwadratowej, a nastepnie wskazanie, ktore wartosci sg ujemne, a ktore dodatnie. Bazujgc na
czesci teoretycznej materiatu i podanych przyktadach, bedziemy rozwigzywac ¢wiczenia
interaktywne.

Twoje cele

o Okreslisz na podstawie zbioru wartosci funkcji kwadratowej, ktore wartosci tej
funkciji sg dodatnie, a ktore ujemne.

e Odczytasz lub obliczysz argumenty, dla ktorych funkcja kwadratowa przyjmuje
warto$ci dodatnie oraz wartosci ujemne.

e Podasz rozwiazania prostych nierownosci kwadratowych.

e Zastosujesz poznang wiedze do rozwigzywania zadan.



Przeczytaj

W materiale omowimy, w jaki sposob odczytuje sie lub wyznacza wartosci dodatnie oraz
wartosci ujemne funkcji kwadratowej a takze wyznaczymy argumenty, dla ktorych te
wartosSci sg przyjmowane.

Juz wiesz

Jezeli wierzchotkiem paraboli, bedgcej wykresem funkcji kwadratowej f okreslone;j
wzorem f(z) = az® + bz + ¢, gdzie a # 0, jest punkt o wspotrzednych (p, q), to:

« dlaa > 0 zbiorem warto$ci funkcji jest przedziat (g, co),

 dlaa < 0 zbiorem warto$ci funkcji jest przedziat (—oo, g).

Do wyznaczenia wartos$ci dodatnich oraz warto$ci ujemnych funkcji kwadratowe;j
postuzymy sie¢ wzorem lub wykresem.

Argumenty funkciji, ktorych wartosci sg rowne 0, odpowiadajg pierwszym wspotrzednym
punktow nalezacych do paraboli, bedacejwykresem tej funkcji kwadratowej. Punkty te lezg
na osi X.

Jezeli funkcja kwadratowa ma miejsca zerowe, to:

» funkcja ta przyjmuje wartosci dodatnie dla argumentow bedgcych odcigetymi punktow
wykresu tej funkcji, ktore leza powyzej osi X. Druga wspoirzedna tych punktow jest
dodatnia;

» funkcja ta przyjmuje wartosci ujemne dla argumentow bedacych odcietymi punktow
wykresu tej funkciji, ktore leza ponizej tej osi. Druga wspotrzedna tych punktow jest
ujemna.

W przypadku okreslania wartoSci ujemnych oraz warto$ci dodatnich funkcji kwadratowej
mozemy wyréozni¢ nastepujace mozliwosci:

I. Jezeli ramiona paraboli, ktora jest wykresem funkcji kwadratowej, sa skierowane do gory,
q jest druga wspolrzedng wierzchotka paraboli, funkcja ma dwa miejsca zerowe x i x5 oraz
T < X9, to:

o funkcja przyjmuje warto$ci ujemne nalezace do przedziatu (g, 0) dlaz € (z1, x2),
« funkcja przyjmuje wartosci dodatnie nalezace do przedziatu (0, oo) dla
z € (—oo, 1) U (zg, 00).
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I1. Jezeli ramiona paraboli, ktora jest wykresem funkcji kwadratowej, sa skierowane do dotu,
q jest druga wspolrzedng wierzchotka paraboli, funkcja ma dwa miejsca zerowe x; i x5 oraz
xr1 < x9, to:

o funkcja przyjmuje wartosci dodatnie nalezace do przedziatu (0, q) dlaz € (z1, x2),
o funkcja przyjmuje wartosci ujemne nalezace do przedziatu (—oo, 0) dla
z € (—o0, 1) U (x2, 00).
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III. Jezeli ramiona paraboli, ktora jest wykresem funkcji kwadratowej, sa skierowane do
gory, g jest druga wspolrzedng wierzchotka paraboli, funkcja ma jedno miejsce zerowe x,
to:



« funkcja przyjmuje tylko warto$ci dodatnie nalezace do przedziatu (0, oo) dla
z € (—o0, xg) U (zg, 00).
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IV. Jezeli ramiona paraboli, ktora jest wykresem funkcji kwadratowej, sg skierowane do dotu,
q jest druga wspolrzedng wierzchotka paraboli, funkcja ma jedno miejsce zerowe z, to:

« funkcja przyjmuje tylko warto$ci ujemne nalezace do przedziatu (—oo, 0) dla
z € (—o0, xg) U (zg, 00).
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V. Jezeli ramiona paraboli, ktora jest wykresem funkcji kwadratowej, sg skierowane do gory,
q jest druga wspolrzedng wierzchotka paraboli, funkcja nie ma miejsc zerowych, to:



o funkcja przyjmuje wartosci dodatnie nalezgce do przedziatu (g, oo) dlaz € R,
 funkcja nie przyjmuje wartosci ujemnych..

Y

VL. Jezeli ramiona paraboli, ktora jest wykresem funkcji kwadratowej, sg skierowane do
dotu, g jest drugg wspotrzedna wierzchotka paraboli, funkcja nie ma miejsc zerowych, to:

 warto$ci ujemne funkcji znajduja sie w przedziale (—oo, ¢) dlaz € R,
 funkcja nie przyjmuje wartosci dodatnich.
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Przyktad 1



Okreslimy, dla jakich argumentow funkcja f, ktorej wykres przedstawiono na ponizszym
rysunku, przyjmuje wartosci dodatnie, a dla jakich ujemne.

a)
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Rozwigzanie:
Funkcja f przyjmuje wartosci:

 dodatnie dla argumentéw nalezacych do przedziatu (—3, 0),
 ujemne dla argumentéw nalezacych do przedziatu (—oo, — 3) U (0, o).

b)



Rozwigzanie:
Funkcja f przyjmuje wartosci:

« dodatnie dla argumentéw nalezacych do przedziatu (—oo, 0) U (4, o0),

 ujemne dla argumentéw nalezgcych do przedziatu (0, 4).

Jezeli funkcja kwadratowa jest okreslona za pomoca pewnego wzoru, wowczas mozemy
wyznaczyc¢ jej miejsca zerowe (o ile istniejg) i okresli¢ argumenty, dla ktorych funkcja
przyjmuje wartosci dodatnie oraz ujemne.

Przyktad 2

Wyznaczymy, dla jakich argumentow funkcja kwadratowa f okres$lona wzorem
f(z) = —2® + 2z przyjmuje wartoéci dodatnie, a dla jakich wartosci ujemne.

Rozwiazanie:

Wzor funkcji f mozemy zapisa¢ w postaci:
f(z) = —z(x — 2).

Miejscami zerowymi funkcji f sa liczby 01 2.

Poniewaz a = —1 < 0, zatem ramiona paraboli, ktora jest wykresem tej funkcji, sa
skierowane do dotu.

Wobec tego funkcja f przyjmuje wartosci:

e yjemne dlaz € (—oo, 0) U (2, 00),




o dodatnie dlaz € (0, 2).
Przyktad 3

Na podstawie wykresu odczytamy wartosci ujemne oraz dodatnie funkcji kwadratowej f
oraz okreslimy argumenty, dla ktorych te wartoSci sa przyjmowane.
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Rozwigzanie:
Z wykresu odczytujemy, ze:

o funkcja f przyjmuje warto$ci ujemne nalezace do przedziatu (—2, 0) dla
argumentow z € (1, 3),

« funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie nalezace do przedziatu (0, oco) dla
argumentéw z € (—oo, 1) U (3, 00).

Umiejetno$¢ odczytywania argumentow, dla ktorych funkcja kwadratowa przyjmuje
wartosci ujemne lub dodatnie, pozwala na rozwigzywanie nieréwnos$ci kwadratowych typu
f(z) > 0lub f(x) < 0.

Przyktad 4

Dana jest funkcja kwadratowa f. Wyznaczymy rozwigzania nieréwnosci f(x) > 0 oraz

f(z) <.
a) f(z) = —3x?

b) f(z) = x> — bz + 6




Rozwiazanie:

a) Miejscem zerowym funkciji f jest liczba 0 a ramiona paraboli, ktora jest wykresem tej
funkciji, sa skierowane do dotu.

Zatem:

e f(z) >0dlaz € 0,
e f(z) <0dlaz € R\ {0}.

b) Miejscami zerowymi funkcji f s liczby 2 i 3 a ramiona paraboli, ktora jest wykresem tej
funkcii, sg skierowane do gory.

Zatem:

« f(z)<O0dlaz € (2, 3),
o f(z) >0dlaz € (—oo, 2) U (3, o).

Przyktad 5

Okreslimy, dla jakich argumentow funkcja kwadratowa f okreslona wzorem
f(z) = x* — 4|z| przyjmuje wartosci niedodatnie.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze:

x2—4:13, dlax >0

— 22— 4lz| =
flz) = = {x2—|—4x, dlaxz <0

Funkcja f ma trzy miejsca zerowe: (—4), 0, 4.

Wykres funkcji f przedstawia si¢ nastgpujaco:



YA

Z wykresu odczytujemy, ze:

f(z) <0dlaz € (—4, 4).

Przyktad 6

Wyznaczymy dziedzine funkciji f okreglonejwzorem f(z) = v/ —z2 + 16.
Rozwigzanie:

Rozpatrzmy pomocniczo funkcje g okreélong wzorem g(z) = —z* + 16.

Zauwazmy, ze do wyznaczenia dziedziny funkcji f wystarczy okresli¢, dla jakich
argumentow funkcja g przyjmuje wartosci nieujemne.

Wzor funkciji g zapisujemy w postaci:
g(z) = 224+ 16 = (4 +z)- (4 — ).
Miejscami zerowymi funkcji g sg liczby (—4) oraz 4.

Poniewaz a = —1 < 0, zatem ramiona paraboli, ktora jest wykresem funkciji g sa
skierowane do dotu.

Wobec tego funkcja g przyjmuje wartoéci nieujemne dla z € (—4, 4).

Zatem otrzymany przedzial jest dziedzing funkciji f.

Stownik



funkcja kwadratowa
funkcja okreslona na zbiorze R wzorem
f(z) = ax® + bz +c
gdziea, b, c€ Roraza # 0
zbior wartosci funkcji

zbior wszystkich tych liczb, ktére mozna otrzymac¢ w wyniku obliczenia wartosci funkciji
dla wszystkich jej argumentow



Schemat interaktywny

Polecenie 1

Przeanalizuj dziatanie schematu interaktywnego, a nastepnie wykonaj polecenie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DcSMSvznb
Polecenie 2

Okresl, dla jakich argumentéow funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie, a dla jakich wartosci
ujemne, jezeli jest okreslona wzorem:

a) f(x) = —2(x — 4)(z + 3),

b) f(z) = 3(x + 1)(z — 5).
Polecenie 3

W ponizszym schemacie przygotuj algorytm wyznaczajacy przedziaty, dla jakich funkcja

przyjmuje wartosci dodatnie i ujemne.


https://zpe.gov.pl/a/DcSMSvznb

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Potacz w pary wzér funkcji f z przedziatem, w ktérym ta funkcja przyjmuje wartosci ujemne.

f(z) =x? — 2z (0, 2)
fx)=2*-5 <—\/g, \/5>
flz) =a* —4 (=2, 2)




Cwiczenie 2 @)

Funkcja f, ktérej wykres przedstawiono na ponizszym rysunku przyjmuje wartosci dodatnie
dla argumentdéw nalezacych do przedziatu:
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Cwiczenie 3

Pogrupuj elementy zgodnie z podanym opisem.

Wzory funkcji, ktore w przedziale (—1, 2) przyjmuja
tylko wartosci dodatnie:

fl@) = -4 -1)(z+2)|

f(z) = —3(z — 1)(z +2) |
f(z) = —3(z +1)(z — 2) |
Wzory funkcji, ktére w przedziale (—2, 1) przyjmuja f(z) = —(z+1)(z—2) ’

tylko wartosci dodatnie:

f(@) = — (@ +1)(z - 2) |
f@) = ~(@—1)(z+2)




Cwiczenie 4

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji kwadratowej f. Zaznacz zdania, ktére sa

prawdziwe.
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0 Funkcja f przyjmuje wartosci ujemne dla argumentéw nalezacych do przedziatu

1, 3).

(] Funkcja f przyjmuje wartosci dodatnie dla argumentéw z przedziatu (1, 3).

(] Funkcja f przyjmuje tylko wartosci z przedziatu (0, 1).

0 Funkcja f przyjmuje wartosci ujemne tylko dla argumentéw z przedziatu
(—o0, —1).



Cwiczenie 5

Wstaw w tekst odpowiednie liczby lub przedziaty.

Jezeli miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f sa liczby (—1) i 3 oraz ramiona paraboli,

ktéra jest wykresem funkcji f, sa skierowane do dotu, to funkcja f przyjmuje wartosci ujemne

Jezeli miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f sa liczby (—1) i 3 oraz ramiona paraboli,

ktéra jest wykresem funkcji f, sa skierowane do gory, to funkcja f przyjmuje wartosci ujemne

1(-1,3) || (3, 00) | | (=00, —1)U(3, 00) || (—00, —1) |

Cwiczenie 6

Uzupetnij tekst odpowiednimi liczbami.

Jezeli zbiorem wartosci funkcji kwadratowej f jest przedziat (—oo, 4), to wartosciami

ujemnymi funkcji f sa liczby z przedziatu (—oo, ’), a wartos$ciami dodatnimi

).

Jezeli zbiorem wartosci funkcji kwadratowej f jest przedziat (—2, 00), to wartosciami

sg liczby z przedziatu (‘

9

ujemnymi funkcji f sa liczby z przedziatu (‘ , O), a wartosciami dodatnimi sg

liczby z przedziatu (‘ , 00).




Cwiczenie 7

Rozwiaz krzyzowke.

1.
2.
3.
4,
5.
6.
7.
8.

1. Punkt o wspotrzednych (p, q), ktoéry nalezy do paraboli, bedacej wykresem funkcji
kwadratowej.

Wykres funkcji kwadratowej.

Jeden ze sposobdéw opisu funkcji.

Nalezy do wykresu funkcji.

W kazdej paraboli sg skierowane do goéry lub do dotu.
Odcietych lub rzednych.

Moze by¢ kwadratowa lub liniowa.

© N o A~ W DN

Jedno z pojec¢ pierwotnych w matematyce.

Cwiczenie 8
Dana jest funkcja kwadratowa f okreslona wzorem f(z) = z? — 4x. Wyznacz:
a) wartosci dodatnie oraz wartosci ujemne funkcji f,

b) zbiory argumentow, dla ktérych przyjmowane s3 wartosci dodatnie/ ujemne .



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Warto$ci dodatnie i uyjemne funkcji kwadratowej

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

9) wyznacza wzor funkcji kwadratowej na podstawie informacji o tej funkcji lub o jej wykresie;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

» okresla na podstawie zbioru wartosci funkcji kwadratowej, ktore wartosci tej funkcji sg
dodatnie, a ktére ujemne,

e odczytuje lub oblicza argumenty, dla ktorych funkcja kwadratowa przyjmuje wartosci
dodatnie oraz wartosci ujemne,

e podaje rozwigzania prostych nierownosci kwadratowych,

 stosuje poznang wiedze do rozwigzywania zadan.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e drzewo pomystow;
» metoda krokodyla.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;
e komputery z dostepem do internetu dla uczniow.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel okresla temat lekcji - ,Warto$ci dodatnie i ujemne funkcji kwadratowej”’
i prosi uczniow o sformutowanie celow i kryteriow sukcesu.

2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworzg pytania dotyczgce tematu zaje¢, na
ktore odpowiedzg w trakcie lekciji.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach zapoznajq si¢ z przyktadami zawartymi w sekcji ,Przeczytaj”. Ich
zadaniem jest najpierw rozwigzanie danego zadania, a dopiero nastepnie poroéwnanie
jego rozwigzania. Grupy tworzg drzewa pomystow, na ktorych umieszczajg przyktady.
Po prezentacji prac grup powstaje jedno, wspolne dla catej klasy, drzewo pomystow.

2. Kazda grupa uktada 2 zadania oparte na uzyskanych wiadomosciach - pierwsze
polegajgce na wyznaczaniu wartosci dodatnich i ujemnych funkcji kwadratowej, gdy
ramiona paraboli s3 skierowane do gory, drugie - gdy ramiona paraboli sg skierowane
do dotu.

3. Uczniowie indywidualnie zapoznajg sie z materiatem w sekcji ,Schemat interaktywny”
i wykonujg zawarte w tej czesSci polecenia.

4. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenie nr 1-2, a nastepnie wybrany uczen
omawia ich wykonanie na forum klasy krok po kroku.

5. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwiazujg zadania 3-5 na czas
(od zadania tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwiaze zadania
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy.

6. Uczniowie indywidualnie wykonuja ¢wiczenia interaktywne w sekcji ,Sprawdz si¢”
metoda krokodyla. Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu
rzeki” i ,ozywia sie” tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.

Faza podsumowujaca:



1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Warto$ci dodatnie i ujemne funkcji kwadratowej”).

Materialy pomocnicze:
e Argumenty i wartosci funkciji
Wskazowki metodyczne:

o Materiat w sekcji ,Schemat interaktywny” mozna potraktowac jako zadanie domowe
dotyczgce analizy problemu w zakresie wyznaczania wartosci dodatnich i ujemnych
funkcji kwadratowe;j.

e ,Schemat interaktywny” mozna wykorzysta¢ do rozwigzywania prostych nieréwnosci
kwadratowych.
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