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Wiemy, ze kazdy wielomian niezerowy W (z), ktorego pierwiastkami sg liczby 1, z1, . . .,
, mozna zapisac jako iloczyn (z — z1)(x — x3) ... (z — z1) - Q(x), gdzie Q(z) jest jakims
wielomianem stopnia o k mniejszego niz stopien wielomianu W (z). Z tego wynika, ze
znajomos¢ pierwiastkow wielomianu ulatwia jego rozkiad na czynniki - i na odwrot,
roztozenie wielomianu na czynniki nierozkladalne daje petng informacje o jego
pierwiastkach.

Twoje cele

» Wykorzystasz twierdzenie o pierwiastkach wymiernych wielomianu
o wspolczynnikach catkowitych do rozktadu wielomianéw na czynniki.

e Zobaczysz, jak znalezienie pierwiastkow wymiernych wielomianu
o wspolczynnikach calkowitych pozwala wyznaczy¢ w niektorych przypadkach
rowniez pierwiastki niewymierne tego wielomianu.




Przeczytaj

Przypomnijmy na poczatek podstawowe twierdzenia pozwalajgce wyznaczy¢ niektore
pierwiastki wielomianu o wspotczynnikach catkowitych.

Twierdzenie: o pierwiastkach catkowitych wielomianu o wspétczynnikach catkowitych

Dany jest wielomian W (z) = a,z" + a,_12" ' + ... + a1 + ag, w ktorym wszystkie
wspotczynniki a,, a,, 1, - . ., a1 i ag s3 liczbami catkowitymi, przy czym a,, # 01iay # 0.
Jezeli liczba catkowita p jest pierwiastkiem wielomianu W (x), to p jest dzielnikiem
(dodatnim lub ujemnym) wyrazu wolnego a,.

Twierdzenie: o pierwiastkach wymiernych wielomianu o wspétczynnikach catkowitych

Dany jest wielomian W (z) = a,z" + a, 12" * + ... + a1 + ag, w ktorym wszystkie
wspotczynniki a,, a,, 1, - . ., a1 i ag s3 liczbami catkowitymi, przy czym a,, # 01iay # 0.
Jezeli liczba wymierna % zapisana w postaci utamka nieskracalnego, w ktorym liczby pi q
sg catkowite jest pierwiastkiem wielomianu W (z), to p jest dzielnikiem (dodatnim lub
ujemnym) wyrazu wolnego ao, za$ q jest dzielnikiem wspotczynnika a, przy najwyzszej

potedze zmienne;j.

Bazujac na znajomosci pierwiastkow i twierdzeniu Bézouta pokazemy rozwigzania kilku
zadan.

Przyktad 1

Roztozymy na czynniki nierozktadalne wielomian:
W(z) = 3z° + 22% — 4z — 1.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze wielomian ten ma pierwiastek catkowity 1. Mozemy zatem podzieli¢ W (x)
przez dwumian z — 1.

Po wykonaniu dzielenia (np. schematem Hornera) uzyskamy zapis
W(z) = (z — 1) (32 + 5z + 1).

Za pomocgq wyroznika mozemy stwierdzic¢, ze uzyskany wielomian drugiego stopnia jest
rozktadalny. Po wyznaczeniu jego pierwiastkéw zapisujemy W (z) w postaci iloczynu
wielomianow nierozktadalnych

W(z) =3(z — 1)(x-|— HT\/ﬁ) (:I:—I— ST‘/E)

Przyktad 2
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Roztozymy na czynniki nierozktadalne wielomian:
W(z) = 3z* + 172 + 3022 + 12z — 8.

Rozwigzanie

Analizujgc dzielniki wyrazu wolnego mozemy zauwazyc¢, ze W(—2) = 0, czyli wielomian
jest podzielny przez dwumian x + 2.

Po wykonaniu dzielenia dostajemy
W(z) = (z +2)(3z® + 112° + 8z — 4).

Analizujgc analogicznie wielomian 3z3 + 11z% + 8x — 4, mozemy stwierdzi¢, ze rowniez
jego pierwiastkiem jest (—2). Zatem
Wz = (z +2)*(3z® + bz — 2).

Po wyznaczeniu pierwiastkow funkcji kwadratowej uzyskujemy rozktad W(z) na
wielomiany nierozktadalne

W(z) = 3(z +2)*(z — +)

co mozna tez zapisa¢ w postaci

W(z) = (z +2)°(3z — 1).
Przyktad 3

Roztozymy na czynniki nierozktadalne wielomian:
W(z) = 22° + z* + 82° + 422 + 6z + 3.

Rozwigzanie

Sprawdzmy, czy wielomian ma pierwiastek catkowity, analizujac dzielniki wyrazu
wolnego. Po obliczeniach mozemy stwierdzi¢, ze zadna z liczb (—3), 3, (—1), 1 nie jest
pierwiastkiem wielomianu W (z).

Sprawdzmy, czy wielomian ma pierwiastki niecatkowite wymierne - jesli istnieja, musza
by¢ wérod liczb (—3), 3, (= %), 3-

Wykonujgc obliczenia, mozna zauwazyc, ze W(—%) = 0.

Zgodnie z twierdzeniem Bézouta wielomian W (z) jest wiec podzielny przez dwumian
x4+ % Mozemy tez podzieli¢ go przez dwukrotnos¢ tego dwumianu, czyli przez 2z + 1.

Po wykonaniu dzielenia uzyskamy
W(z) = 2z + 1) (2! + 422 + 3).

Roztozmy teraz wielomian z? + 42 + 3.

Mozna to zrobi¢ uzywajgc metod stosowanych przy rozwigzywaniu rownan
dwukwadratowych (wprowadzajac niewiadoma pomocnicza t = x2). Mozna tez
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zauwazyC mozliwo$¢ uzycia wzorow skroconego mnozenia
zt + 42’ +3 = (:c4—|—4a:2+4) —1=

= (@2+2)" ~1=(22+2+1)(22+2-1) =

= (ac2 + 3) (:)32 + 1).

Zatem W (x) mozna zapisa¢ w postaci iloczynu wielomianéw nierozktadalnych
W(z) = (2z + 1)(z* + 3) (z* + 1).
Przyktad 4

Roztozymy na czynniki nierozktadalne wielomian:
W(z) = z° + z* — 62% + 822 + 8z — 48.

Rozwigzanie
Jesli wielomian W (x) ma pierwiastki wymierne, to beda to catkowite dzielniki liczby 48.
Zauwazmy, ze W(+1) # 0,ale W(2) =32+16—-6-8+8-4+8-2—-48 = 0.

Mozemy zatem zapisa¢ W (z) jako iloczyn dwumianu x — 2 i pewnego wielomianu
czwartego stopnia
W(z) = (z — 2) (=" + 32° + 8z + 24).

Zauwazmy, ze x* + 3z% + 8z + 24 tatwo roztozy¢ na czynniki przez grupowanie
zt+ 32 + 8z + 24 =
= z%(z + 3) + 8(z + 3) = (z + 3)(® + 8).

Do rozkladu wielomianu 2® + 8 fatwo z kolei uzy¢ wzoru skréconego mnozenia na sume
szeScianow

® +8=(z+2)(a® — 2z +4),

przy czym uzyskany wielomian drugiego stopnia z? — 2z + 4 jest juz nierozktadalny.

Podsumowujac
W(z) = (z — 2)(z + 3)(z + 2)(z* — 2z + 4).

Przyktad 5

Wiedzac, ze zachodzi rowno$¢ z° — 5z* + 4022 — 80z + 48 = (z + z1)™ (z + x)™
wyznaczymy liczby 1, x2, n1, no

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze n + ne = 5 - jest to stopien wielomianu. Jednoczes$nie wyraz wolny to

48 = z7' - x3?. Rozktadajgc lczbe 48 na czynniki otrzymamy 24 - 3. Zatem z; = 3,n; = 1i
ny = 4. Zauwazmy, ze niektore wspotczynniki wielomianu sg liczbami ujemnymi. Wynika
stad, ze jeden z pierwiastkow wielomianu jest liczbg ujemng. Dlatego x5 = —2.



Przyktad 6

Dany jest wielomian trzeciego stopnia W (z) = ax® + bx® + cx + d o wspotczynnikach
catkowitych. Wiadomo, ze jest on podzielny przez dwumian x — 1, 25. Wskazemy, jakie
liczby mogg by¢ wyrazem wolnym tego wielomianu.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze 1,25 = %, zatem wielomian W mozna zapisa¢ w postaci:
W(z)= (z+ 2) - (az® + mz +n)

Wylaczymy + przed nawias:

W(z) = 5 (4z + 5) - (az® + mz + n)

NP

Zauwazmy, ze d = dn.

Skoro wspotczynniki wielomianu majg by¢ liczbami catkowitymi, to d musi by¢
wielokrotnoscig liczby 5.

Stownik
twierdzenie Bézouta

liczba a jest pierwiastkiem wielomianu W (x) wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian W (z)
dzieli si¢ przez dwumian ¢ — a bez reszty

twierdzenie o pierwiastkach catkowitych wielomianu o wspétczynnikach catkowitych

dany jest wielomian W (z) = a,z" + a,_12" ' + ... + ay + ag, w ktérym wszystkie
wspotczynniki a,, a,, 1, - . ., a1 i ag s3 liczbami catkowitymi, przy czym a,, # 01iay # 0.
Jezeli liczba catkowita p jest pierwiastkiem wielomianu W (z), to p jest dzielnikiem
(dodatnim lub ujemnym) wyrazu wolnego a

twierdzenie o pierwiastkach wymiernych wielomianu o wspétczynnikach catkowitych

dany jest wielomian W (z) = a,z" + a,_12" ' + ... + ayz + ag, w ktérym wszystkie
wspotczynniki a,,, a,, 1, - . ., ay i ag s3 liczbami catkowitymi, przy czym a,, # 01iay # 0.
Jezeli liczba wymierna % zapisana w postaci utamka nieskracalnego, w ktorym liczby pi q
sg catkowite jest pierwiastkiem wielomianu W (x), to p jest dzielnikiem (dodatnim lub
ujemnym) wyrazu wolnego ao, za$ q jest dzielnikiem wspotczynnika a, przy najwyzszej

potedze zmiennej



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadami rozktadu wielomianu na czynniki metoda dzielenia wielomianéw.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DYIJTakz9

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacejrozkladu wielomianu na czynniki przez
szukanie pierwiastkow wymiernych.

Polecenie 2

Rozt6z na czynniki nierozktadalne wielomian
W(zx) = 62° — 4322 + 69z + 28
wiedzac, ze ma on pierwiastek catkowity.

Polecenie 3

Roztéz na czynniki nierozktadalne wielomian
W(z) = 32° + 5z* — 1523 — 2522 4 18z + 30
wiedzac, ze jedynym jego pierwiastkiem wymiernym jest liczba (—%)



https://zpe.gov.pl/a/DYIJTakz9

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wsrod podanych dwumiandw wskaz wszystkie te, przez ktére jest podzielny wielomian
W(z) = 32° — 82% + 3z + 2.

x4+ 3

3z +1

O o 0o o o d
¢
co] =




Cwiczenie 2 @)

Wskaz rozktad wielomianu
W(z) = z* + 223 — 1322 — 14z + 24
na czynniki nierozktadalne.

O W(z) = (2 — 4z + 3) (2 + 6z + 8)
O W(z) = (z—1)(z +2)(z — 3)(z + 4)
O W(z)=(z+2)(z—3)(z* + 3z — 4)
O W(z)=(z—1)(z+4)(z* —z —6)

O W(z) = (z+2)(z® - 13z + 12)

Cwiczenie 3 ¢

Pogrupuj dwumiany tak, by uzyska¢ zapis rozktadu na czynniki nierozktadalne wielomianu
W(z) = 623 + 112> — 3z — 2
dwoma réznymi sposobami. W kazdej grupie jeden dwumian juz zostat wybrany.

(3z+1)

(z—3) || (6z+12)

(@+2) || (2z-1)




Cwiczenie 4
Wskaz wszystkie wielomiany podzielne przez dwumian ¢ —

— 523 + 522 — 5z + 2

27z + 8

3z% — 222 + 122 — 8

3

(] 3
O
() 272* + 542” + 362 + 8
O
O

3zt — 23 — 22—z —2

() 22* — 23 —2>—2z—3

Cwiczenie 5

Dany jest wielomian
W(z) = 2z* — 132% + 2322 — 32 — 9.
Uzupetnij zapis jego rozktadu na czynniki.

BlojBEBE

2
3



Cwiczenie 6

Dany jest wielomian

W(z) = 25 + az* + bz + cx? + dx + 5,

w ktorym wspétczynniki a, b, ¢, d s liczbami catkowitymi.
Ponadto wiadomo, zea + b+ ¢+ d = —6.

Okresl prawdziwos$¢ zdan:

TAK NIE NIE WIADOMO

Wielomian W (x)

jest podzielny przez O O O
dwumian = + 5.
Wielomian W (x)

jest podzielny przez O O O
dwumian xz — 3.
Wielomian W (x)

jest podzielny przez O O O

dwumian z — %

Wielomian W (x)

jest podzielny przez O O O
dwumianx — 1.



Cwiczenie 7

Dany jest wielomian czwartego stopnia

W(z) = az* + bx® + cx® +dx +e

o wspotczynnikach catkowitych.

Wiadomo, ze jest on podzielny przez dwumian x + 1, 75.

Ktora z podanych liczb nie moze by¢ wyrazem wolnym e wielomianu W(:c)7
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Cwiczenie 8

Dany jest wielomian

W(z) = x5 + bz* — 523 — 2522 + 40z — 16.
Jego postac iloczynowa mozna zapisac jako
W(z)=(z—a)’ - (z+c)%

Podaj te liczby:
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Dla nauczyciela

Autor: Michat Niedzwiedz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rozklad wielomianu na czynniki przez szukanie pierwiastkow wymiernych
Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy. Uczen:

4) rozklada wielomiany na czynniki metodg wylgczania wspolnego czynnika przed nawias

oraz metodg grupowania wyrazéw, w przypadkach nie trudniejszych niz rozktad
wielomianu W (z) = 22 — v/322 4 4z — 2/3;

5) znajduje pierwiastki catkowite wielomianu o wspoétczynnikach catkowitych;
Zakres rozszerzony. Uczen:
1) znajduje pierwiastki catkowite i wymierne wielomianu o wspotczynnikach catkowitych

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

» wykorzystuje twierdzenie o pierwiastkach wymiernych wielomianu
o wspotczynnikach catkowitych do rozkltadu wielomiandéw na czynniki,

e wyznacza w niektorych przypadkach pierwiastki niewymierne wielomianu
wykorzystujgc znalezione pierwiastki wymierne wielomianu o wspotczynnikach
catkowitych.

Strategie nauczania:



« konstruktywizm
» konektywizm

Metody i techniki nauczania:

» stoliki zadaniowe
e burza mozgow
o dyskusja

Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

o komputery z gltosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie metodg burzy mozgoéw przypominajg twierdzenie Bézouta.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie wraz z nauczycielem analizujg twierdzenia o pierwiastkach catkowitych
i wymiernych wielomianu o wspotczynnikach catkowitych.

2. Nauczyciel prosi uczniow o samodzielne rozwigzanie dwoch przyktadow z sekcji
Przeczytaj.

3. Uczniowie podzieleni na grupy 4 osobowe omawiajg rezultaty swojej pracy i porownujg
rozwiazania.

4. Nastepnie wspolnie omawiajg kolejne przykilady.

5. Uczniowie ogladaja animacje, nastepnie komentuja rozwigzania zawartych w nim
przykladow

6. Uczniowie w parach rozwigzuja zadania metodg stolikow zadaniowych. Na kazdym
stoliku zadaniowym znajdujg si¢ 2 zadania interaktywne. Warunkiem przejscia do
nastepnego stolika jest poprawne rozwigzanie danych zadan. Para, ktéra najszybcie;
rozwigze wszystkie zadania, otrzymuje oceng.

Faza podsumowujaca:



1. Jako podsumowanie, nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczace rozktadu
wielomianu na czynniki.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajac im tym samym informacji zwrotne;j.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest rozwigzanie zadania zawartegow poleceniach 2 i 3.
Materialy pomocnicze:

Wielomiany

Wskazowki metodyczne:

Animacja moze by¢ wykorzystana jako material przygotowujacy ucznia do samodzielne;
pracy na lekciji.


https://epodreczniki.pl/a/wielomiany/D1H8FnxqP

