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Omowimy interpretacje rownania 1-wymiarowej hipersfery, elipsy o rownych poétosiach,
czyli znanego nam okregu. Opiszemy okrag na podstawie rysunku za pomocg rownania
oraz naszkicujemy okrag, gdy dane jest jego roOwnanie. Bazujac na czesci teoretycznej oraz
omowionych przyktadach, rozwigzemy ¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

» Dowiesz sig, jak wyznaczy¢ réwnanie okregu na podstawie jego rysunku.
» Naszkicujesz okrag, gdy dane jest jego rownanie.

o Okreslisz warto$ci parametrow, dla ktorych rownanie opisuje okrag.



Przeczytaj

Przedstawimy rozne interpretacje okregu na podstawie:

 rysunku, gdy dany jest Srodek oraz promien okregu lub punkty nalezace do okregu,
e rownania okregu w postaci kanoniczne;j.

Przypomnijmy definicje okregu na plaszczyznie oraz rOwnania okregu na ptaszczyznie
kartezjanskie;j.

Definicja: okrag

Okregiem o $rodku w punkcie S i promieniu dlugosci r, gdzie » > 0, nazywamy zbior
wszystkich punktow plaszczyzny, ktorych odleglo$¢ od punktu S jest rowna dlugosci
promienia r.

Definicja: rownanie okregu na ptaszczyznie kartezjanskiej

Rownanie postaci (z — a)® + (y — b)® = 7 opisuje okrag na plaszczyznie kartezjanskiej,
gdzie S = (a, b) jest sSrodkiem okregu oraz r jest promieniem okregu.

Wz6ér ten nazywamy postacig kanoniczng rownania okregu.

Przyktad 1

Naszkicujmy okrag opisany za pomocg rownania (z — 3)? + (y — 1) = 4.
Rozwigzanie:

Z rownania mozemy odczytaé, ze $rodek okregu S = (3, 1) oraz dtugo$¢ promienia r = 2

Rysunek tego okregu przedstawia sie nastepujaco:
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Przyktad 2
Zapiszmy rownanie okregu, ktoérego wykres przedstawiono na ponizszym rysunku.

Rozwigzanie:

Z rysunku mozemy odczytac, ze Srodek okregu S = (—2, —4), a promien r ma dtugos¢ 3.
Okrag przedstawiony na rysunku zapisujemy za pomocg réwnania:
(x+2)° +(y+4)°=9.

Przyktad 3



Zapiszmy rownanie okregu oraz naszkicujmy jego wykres, jezeli wiadomo, ze Srodkiem
okregu jest punkt S = (1, 2) i nalezy do niego punkt A = (—2,4).

Rozwigzanie:

Punkt A nalezy do okregu o Srodku w punkcie S, zatem dlugo$¢ promienia jest réwna
odlegtosci punktow A i S.

Zatem r = \/(—2 — 1)+ (4-2)* =13
Okrag zapisujemy za pomocg rownania:
(z—1)*+ (y—2)* =13

Rysunek tego okregu przedstawia sie nastepujaco:

=\

Przyktad 4

Wyznaczmy, dla jakiej wartoéci parametru m réwnanie z2 + (y — 2)2 =m?—m — 12
opisuje okrag, a nastepnie naszkicujemy ten okrag dla najmniejszejliczby naturalnejm,
dla ktorej jest to rownanie okregu.

Rozwigzanie:
Jezeli rownanie opisuje okrag, to spelniony jest warunek r» > 0, a zatem:
m? —m — 12> 0.

Nieréwno$¢ jest prawdziwa dlam € (—oo, —3) U (4, 00).



Najmniejsza liczba naturalna spetniajgca te nier6wnosc¢ jest rowna 5.
Zatem dla m = 5 réwnanie okregu przyjmuje postac:
22+ (y—2)° =8.

Z rébwnania mozemy odczytaé, ze srodkiem okregu jest punkt S = (0, 2) oraz

r=1+8= 2\/5.
Do okregu nalezy punkt A = (2, 0).

Rysunek tego okregu przedstawia si¢ nastepujgco:

Przyktad 5

Wyznaczmy réwnania okregow o promieniu dtugosci 2, stycznych do obu osi uktadu
wspolrzednych.

Rozwigzanie:

Jezeli promien okregu stycznego do obu osi ukltadu wspotrzednych ma dlugos¢ 2, to
istniejg cztery takie okregi, jak na ponizszym rysunku.
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Rownania tych okregow przedstawiaja si¢ nastepujgco:
(z—2)*+(y—2)* =4,
(+2)°+ (y—2)* =4,

(z+2)°+ (y+2)° =4

(z—2)°+(y+2)°=4

Zauwazmy, ze jesli okrag o promieniu dtugosci r jest styczny do obu osi uktadu
wspotrzednych, to jego $rodek ma wspotrzedne: (r,7), (—r,7), (7, —r) lub (—7, —r).

Przyktad 6

Wyznaczmy réwnanie okregu przechodzacego przez punkt A = (—2, —1), stycznego do
obu osi uktadu wspotrzednych.

Rozwiazanie:

Wiemy juz, ze rOwnanie takiego okregu mozemy zapisa¢ w postaci:
(@t (y—r)P =

W celu wyznaczenia wartosci r rozwigzujemy rownanie:

(=2 =7+ (-1—7r)> =12,

Rownanie jest rownowazne rownaniu 4 + 4r + r2 + 1 + 2r + r?2 = r?, zatem
r2 4+ 6r4+5=0.




Rozwigzaniami tego réwnania sg liczby (—5) oraz (—1).

Istnieja zatem dwa okregi spetniajace warunki zadania. Ich réwnania zapisujemy
W postaci:

($+1)2+(y+1)2:1oraz(:c+5)2+(y_|_5)2 — 95,

Stownik

postac¢ kanoniczna rownania okregu

(x —a)® 4 (y — b)* = 72, gdzie S = (a, b) jest srodkiem okregu oraz r jest promieniem
okregu



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Uruchom symulacje interaktywng, zmieniaj wspotrzedne $rodka okregu oraz dtugosc

promienia. Zwré¢ uwage na zapis réwnania okregu.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIEAYHRmN


https://zpe.gov.pl/a/D1EAYHRmN

Polecenie 2

a. Naszkicuj okrag, ktory jest opisany za pomoca réwnania:
(x+4)"+(@y-2)"=9

b. Zapisz réwnanie okregu przedstawionego na ponizszym rysunku.

Yi




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Jaki wzor okresla okrag przedstawiony na ponizszym rysunku?

Zaznacz poprawng odpowiedz.
O (z+3)7+y—3)°"=4
O (z+37°+(y—3)*=16

O (z—3)%+ (y+3)°=16




Cwiczenie 2
Potacz w pary réwnanie okregu z odpowiadajacymi mu wspoétrzednymi $rodka S oraz
dtugoscia promienia r:

(z+2)°+@y—1)7> =4 S =(—2,1)orazr = 2
(x—2)72+ (y—172=4 S =(1,-2)orazr =2
(z—1)°+ (y+2)°=2 S = (—1,2)orazr = /2
(x+1)>*+(y—2>2=2 S = (2,1) orazr = 2

Cwiczenie 3



Cwiczenie 4

Na ponizszym rysunku przedstawiono okrag.

YA

Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Okrag mozemy opisa¢ za pomoca réwnania (z + 3)2 + (y+ 1)2 = 0.
(] Promien okregu ma dtugos¢ 3.
(] Okrag mozemy opisa¢ za pomoca réwnania (a: — 3)2 + (y — 1)2 =0.

(] Srodkiem okregu z rysunku jest punkt o wspétrzednych (3, 2).

Cwiczenie 5
Uzupetni tekst przeciggajgc odpowiednie liczby w puste pola.

Jezeli punkty o wspotrzednych (—6, 2) oraz (4, 4) sa koricami $rednicy okregu, to srodek

______________
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Cwiczenie 6
Rozwiaz krzyzéwke, wpisujac litery w odpowiednie pola.

Najdtuzsza cieciwa w okregu.

Wzér okregu.

Zbiér punktéw réwno odlegtych od ustalonego punktu.
Np. promienia, potrzebna do zapisania réwnania okregu.

Odcinek taczacy srodek okregu z dowolnym punktem na okregu.

S L T o o

Ma dwie wspotrzedne: odcietg i rzedna.

Cwiczenie 7 @
Whisz w luki wspotrzedne srodka oraz dtugosc promienia dla kazdego z okregéw, zapisanych
Za pomocg rownan:

c 2?4 (y—5)° =25
S = ( , )ir = |
c (z+4)°+(@w-3)°=9
S=( , )ir = |
c (-2 + (y+1)° =16
5= ( , )ir = |

Cwiczenie 8 @

Wyznacz réwnanie okregu przechodzacego przez punkt o wspotrzednych (3, 2), stycznego do
obu osi uktadu wspoétrzednych.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Interpretacja rownania okregu

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Tresci nauczania - wymagania szczegolowe:

IX. Geometria analityczna na plaszczyznie kartezjanskie;j.
Zakres podstawowy. Uczen:

4) postuguje sie rownaniem okregu (z — a)® + (y — b)® = r2
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

» wyznacza rownanie okregu na podstawie informaciji z rysunku,
 szkicuje okrag, gdy dane jest jego rownanie,

» okresla wartosci parametrow, dla ktorych rownanie opisuje okrag,
 stosuje poznang wiedze do rozwigzywania problemow matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



e odwroécona klasa;

e rozmowa nauczajagca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Symulacja interaktywna”
i ¢twiczenia interaktywne;

» dyskusja.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gltosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel okresla temat lekciji: , Interpretacja rownania okregu” oraz cele, wybrana
osoba formutuje kryteria sukcesu.

2. Nauczyciel zadaje uczniom pytanie dotyczgce ich aktualnego stanu wiedzy w zakresie
poruszanej tematyki. Prosi wybranego ucznia lub uczennice o zapisywanie propozycii.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach zapoznajq si¢ z przyktadami zawartymi w sekcji ,Przeczytaj”. Ich
zadaniem jest najpierw rozwigzanie danego zadania, a dopiero nastepnie poréwnanie
jego rozwigzania. Grupy tworzg drzewa pomystow, na ktorych umieszczajg przyktady .
Po prezentacji prac grup powstaje jedno, wspolne dla catej klasy, drzewo pomystow.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ z materiatem w sekcji ,Symulacja interaktywna” i wykonuja
zawarte w tej czesci polecenia.

3. Uczniowie w kolejnym kroku rozwigzuja ¢wiczenia numer 1i 2 z sekciji ,Sprawdz sie”.
Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani uczniowie
przedstawiaja odpowiedzi, a reszta klasy wspolnie ustosunkowuje sie¢ do nich.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacie,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

4. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonujg w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja zadania na forum klasy.

5. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenia numer 6, 7i 8 po wykonaniu kazdego
z nich nastepuje omowienia rozwigzania przez nauczyciela.



Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
omawia ewentualne problemy podczas rozwigzania ¢wiczen w temacie: ,Interpretacja
rownania okregu’”.

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:
o Kotai okregi.
Wskazowki metodyczne:

o Material w sekciji ,Symulacja interaktywna” mozna wykorzysta¢ na lekc;ji jako
podsumowanie i utrwalenie wiedzy w temacie ,Interpretacja rownania okregu”.
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