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Na co dzien zyjemy w trojwymiarowej przestrzeni. Pomimo to, zadania o brylach sprawiaja
nam sporo ktopotu. Kluczem do rozwigzania zadania z geometrii jest rysunek, ale czesto nie
potrafimy wykona¢ go w takim rzucie, na ktérym dobrze wida¢ wielko$ci podane

w zadaniu. Poniewaz rozwigzanie zadania z geometrii przestrzennej sprowadza si¢ do
rozwiazania zadania z geometrii ptaskiej, warto nauczyc¢ si¢ rysowac taki przekroj danej
bryty ptaszczyzna, ktory jest znang nam figurg ptaska i zawiera poszukiwang wielkos¢ oraz
mozliwie wiele danych wielkosci. Te sztuczke wykorzystamy do rozwigzania zadan o kuli
opisanejna ostrostupie prawidtowym czworokatnym.

Zagadnienia dotyczgce ostrostupa wpisanego w kule wykraczajg poza podstawe
programow3, ale wykorzystujg tresci w niej zawarte.

Twoje cele

» Poznasz wlasnosci ostrostupa prawidlowego czworokatnego wpisanego w kule.
 Zastosujesz wzory na obliczanie pola powierzchni i objetoS¢ bryt.



Przeczytaj

Ostrostup prawidtowy czworokatny jest wpisany w kule (kula jest opisana na ostrostupie
prawidtowym czworokatnym) wtedy, gdy wszystkie jego wierzchotki leza na powierzchni
kuli.

Trojkat bedacy przekrojem przechodzgcym przez wysoko$¢ ostrostupa oraz przekatng
podstawy jest wpisany w okrag o promieniu R i jest trojkatem rownoramiennym,
w szczegoOlnym przypadku moze by¢ trojkatem rownobocznym.

Srodek kuli opisanej na ostrostupie prawidtowym czworokatnym lezy na prostej
zawierajacej wysokos¢ tego ostrostupa.

Przypomnijmy, ze dlugo$¢ promienia okregu opisanego na dowolnym trojkacie wyraza sie
abc

wzorem R = 4p-, gdzie Pa - pole trojkata, a, bi ¢ - dtugosci bokow tego trojkata.

Przyktad 1

Dtugos¢ krawedzi bocznej ostrostupa prawidlowego czworokatnego wynosi V6,
a krawedz podstawy 2. Wyznaczymy promien kuli opisanejna tym ostrostupie.

Wykonajmy odpowiedni rysunek.
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Zauwazmy, ze promien kuli, to promien kota opisanego na tréjkacie BDS.

Zatem mozemy postuzy¢ sie nastepujacym rysunkiem.

S

Zauwazmy, ze |[DE| = +|BD| = 1 - 2v2 = V2.
Wyznaczymy wysokos¢ ostrostupa korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie DES.

IDS|* = |DE|* + |ES|?



(v6) = (va) + msp

|ES| =2

Z trojkata prostokatnego D EQO mamy.
|DO|* = |EO|* + | DEJ?

R =(2- R} + (v2)
R*=4 - 4R+ R*> 42

R-}

Przyktad 2

W kule o promieniu dlugosci 3 wpisano ostrostup prawidlowy czworokatny o krawedzi
podstawy dtugosci 4. Obliczymy dlugos¢ wysokosci tego ostrostupa.

W rozwigzaniu postuzymy si¢ przekrojem ostrostupa ptaszczyzna przechodzacg przez
przeciwlegle krawedzie boczne.

Zauwazmy, ze |SO| = |DO| = 3. Zatem, aby wyznaczy¢ dtugos$¢ wysokosci SE wystarczy
obliczy¢ dlugo$¢ odcinka EQO. Skorzystamy z twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie DEO:

|EO|* + |DE|? = |DOJ?



IEOJ + (2&)2 32

|[EO> =9 —8

|EO| =1

Stad wysokos¢ ostrostupa |SE| = |EO| + |SO| = 4.
Przyktad 3

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedz boczna jest dwa razy dluzsza od
krawedzi podstawy. Obliczymy pole powierzchni kuli opisanejna tym ostrostupie.

W rozwigzaniu postuzymy si¢ przekrojem ostrostupa ptaszczyzna przechodzgcg przez
przeciwlegle krawedzie boczne.

Obliczymy dlugo$¢ odcinka SE korzystajac z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie DES:

ISE|* + |DE|* = |DS|

2
SB[+ (22" = (2a)°
ISE|” = 4a® — 1a?
SB| = <44

Korzystajgc ze wzoru na dtugos$¢ promienia okregu opisanego na trojkacie otrzymujemy:



R = |DS||BS|-|BD| _ 4a*V2 _ _4a _ 20V14
4Pgpg 4.%a\/§._a\éﬁ V14 T

—\2
Stad P = 4w R? =47r(2“—\7/14) = 3—727ra2.
Przyktad 4

Wszystkie krawedzie ostrostupa prawidlowego czworokatnego sg rowne i majg dtugosc a

Obliczymy objetos¢ kuli opisanejna tym ostrostupie.

W rozwigzaniu postuzymy sie przekrojem ostrostupa ptaszczyzna przechodzacg przez
przeciwlegte krawedzie boczne.

Zauwazmy, ze boki trojkata BDSS maja dtugoéci a, a i av/2 czyli ten trojkat jest trojkatem

av?2
5 -

prostokatnym rownoramiennym. Zatem R =

3
Stad V = %7‘(’((122) = @ﬂ'a:”.

Stownik
ostrostup prawidtowy czworokatny wpisany w kule

ostrostup prawidtowy czworokatny jest wpisany w kule (kula jest opisana na ostrostupie
prawidlowym czworokatnym) wtedy, gdy wszystkie jego wierzchotki leza na powierzchni
kuli
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Aplet

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizszym apletem, na ktérym przedstawiono ostrostup prawidtowy
czworokatny wpisany w kule. Za pomoca suwakdéw mozesz zmienia¢ wymiary ostrostupa.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D18NpiEbc

Polecenie 2

Ustaw przy pomocy suwakow wymiary ostrostupa tak, aby srodek kuli znajdowat sie
wewnatrz ostrostupa. Uzupetnij zdanie.

Jesli srodek kuli opisanej na ostrostupie prawidtowym czworokatnym znajduje sie na

wysokosci ostrostupa (wewnatrz ostrostupa), to kat miedzy przeciwlegtymi krawedziami

‘ prostym ’ ‘ rozwartym ’ ‘ ostrym ’



https://zpe.gov.pl/a/D18NpiEbc

Polecenie 3

Ustaw przy pomocy suwakow wymiary ostrostupa tak, aby srodek kuli pokrywat sie ze
spodkiem wysokosci ostrostupa. Uzupetnij zdanie.

Jesli srodek kuli opisanej na ostrostupie prawidtowym czworokatnym pokrywa sie ze

spodkiem wysokosci ostrostupa, to kat miedzy przeciwlegtymi krawedziami bocznymi jest

..............

rozwartym ’ ‘ ostrym ’ ‘ prostym ’

Polecenie 4
Ustaw przy pomocy suwakow wymiary ostrostupa tak, aby srodek kuli znajdowat sie poza
ostrostupem. Uzupetnij zdanie.

Jesli srodek kuli opisanej na ostrostupie prawidtowym czworokatnym znajduje sie poza

‘ prostym ’ ‘ ostrym ’ ‘ rozwartym




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny wpisany w kule o promieniu R.

Cwiczenie 2 ¢
W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedz boczna wynosi 6, a kat nachylenia tej

krawedzi do ptaszczyzny podstawy jest réwny 60°. Objetos¢ kuli opisanej na tym ostrostupie
jest rowna:

O 4873
(O 48rw
O 3217/ 3

O 32w




Cwiczenie 3 @
W kule o promieniu 6 wpisano ostrostup prawidtowy czworokatny. Oblicz objetos¢

ostrostupa wiedzac, ze jego podstawa zawiera sie w kole wielkim kuli. Podaj cyfre setek
dziesigtek i jednosci otrzymanego wyniku.

Cyfra Odpowiedz

Setek

Dziesiagtek

Jednosci

Cwiczenie 4

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym o wysokosci 4, krawedz boczna jest nachylona do
ptaszczyzny podstawy pod katem 30°. Oblicz objeto$¢ kuli opisanej na tym ostrostupie.

Cwiczenie 5

Oblicz objetos¢ kuli opisanej na ostrostupie prawidtowym czworokatnym, ktérego wysokos$¢
jest réwna krawedzi podstawy.

Cwiczenie 6

Pole przekroju ostrostupa prawidtowego czworokatnego o podstawie ABC D, ptaszczyzna

przechodzacg przez przeciwlegte krawedzie boczne, wynosi 12\/5. KrawedZ podstawy ma
dtugos¢ 6. Wykaz, ze promien kuli opisanej na tym ostrostupie jest réwny 1T7-

Cwiczenie 7 @

W kule wpisano ostrostup prawidtowy czworokatny o krawedzi podstawy a, w ktérym $ciana
boczna nachylona jest do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°. Pole powierzchni kuli jest
rowne 64r.

Oblicz dtugos¢ krawedzi podstawy tego ostrostupa.



Cwiczenie 8 @

W kule o promieniu R wpisano ostrostup prawidtowy czworokatny, w ktérym kat nachylenia
krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy jest rowny a. Oblicz objetos¢ ostrostupa, jesli
srodek kuli lezy wewnatrz ostrostupa.



Dla nauczyciela

Autor: Malgorzata Kantor - Szcze$niak

Przedmiot: Matematyka

Temat: Ostroslup prawidlowy czworokatny wpisany w kule

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogoélnoksztatcace, technikum, poziom rozszerzony.
Podstawa programowa:

Zakres podstawowy. Uczen:

6) oblicza objetos¢ i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka, kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii,

kompetencije cyfrowe,

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie,

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

» zna wiasnosci kuli opisanejna ostrostupie prawidlowym czworokgtnym,
 stosuje wzory na pola powierzchni i objetoS¢ ostrostupow oraz kuli,
e przeprowadza proste rozumowanie pomagajace ustali¢ strategi¢ rozwigzania zadania.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm,
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

« lekcja odwrocona,
o pokaz multimedialny,
 analiza pomystow.



Formy pracy:

e pracaw grupach,
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do Internetu,
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale,
» projektor multimedialny/ tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji

Przed lekcja:

7

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z tresciami zapisanymi w sekciji ,Przeczytaj
oraz przypomnienie wiadomosci o objetosci ostrostupa, okregu opisanym na trojkacie
rownobocznym, prostokatnym i dowolnym.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat: ,Ostrostup prawidtowy czworokatny wpisany w kule” i cele
zajeC. Razem z uczniami ustala kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel wyswietla aplet i omawia jego dziatanie.

2. Nauczyciel czyta polecenia pod apletem - uczniowie, metodg analizy pomystow,
probuja uzupetnic luki. Wybrany uczen sprawdza poprawnos¢ odpowiedzi przy
pomocy apletu.

3. Nauczyciel dzieli klas¢ na 6 grup. Kazda grupa otrzymuje do rozwigzania jedno
¢wiczenie sposrod ¢wiczen 1 - 6 w czesci ,,Sprawdz sig”

4. Wyznaczony przez nauczyciela uczen omawia rozwigzanie zadania na forum klasy.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel omawia ewentualne problemy z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz

sie”
2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniow o rozwiniecie zdania: ,Po dzisiejszej lekcji
powinienem/ powinnam zapamietac, ze .....
Praca domowa:

Uczniowie rozwigzuja ¢wiczenia 71 8 z sekcji ,,Sprawdz sie”

Materialy pomocnicze:



o Ostrostup i jego wlasnosci
o Kulai sfera

Wskazowki metodyczne:

Aplet wraz z towarzyszacymi mu ¢wiczeniami moze stanowic¢ prace domowa dla uczniow.
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