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Zrodto: dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

Kazda funkcje mozemy przedstawi¢ w kilku postaciach. Jednym ze sposobow
przedstawienia funkcji jest wykres. Wykresem funkcji logarytmicznejjest krzywa
logarytmiczna. Wykresy tej funkciji mogg m.in. przedstawiac stezenia jonow wodorowych
w roztworze chemicznym, czy tez skale natezenia dzwieku. Jest wiele przyktadow ich
zastosowania w zyciu codziennym oraz roznych dziedzinach nauki. W trakcie lekcji
omowimy wilasnosci krzywejlogarytmicznej dla przypadku, gdy podstawa logarytmu jest
wieksza od 1.

Twoje cele

o Okreslisz wlasnosci wykresu funkcji logarytmicznej okreslonej wzorem
f(z) =log, z dlaa > 1.

» Sporzadzisz wykres funkcji logarytmiczne;j.

» Zastosujesz swoja wiedze do rozwigzywania ¢wiczen interaktywnych.




Przeczytaj

Funkcjg logarytmiczng nazywamy funkcje okre$long wzorem f(z) = log, =, gdzie
a€ (0,1)U(1,00) oraz z > 0.

W materiale oméwimy wlasnosci wykresu funkcji okreslonejwzorem f(z) = log, x dla
przypadku, gdy a € (1, 00).

Naszkicujmy w jednym uktadzie wspotrzednych wykresy funkcji zadanych wzorami
f(z) = logs x oraz g(z) = log ;5 x

W tym celu w tabelach przedstawmy wartosci tych funkciji dla kilku argumentow.

1
f(z) ~1 0 1 2
T = 1 2 4
9(x) -2 0 2 4

Na podstawie wykresow funkcji mozemy okresli¢ wlasnosci wykresu funkcji zadanej
wzorem f(z) = log, z dlaa € (1, 00):

« asymptotg wykresu funkciji jest prosta x = 0,
« wykres funkcji zawsze przechodzi przez punkt (1,0), bolog, 1 = 0,



» wykres funkciji znajduje si¢ w Ii IV ¢wiartce uktadu wspotrzednych, bo funkcja jest
okreslona tylko dlaz > 0,
e f(z) <0dlaz € (0,1)oraz f(z) > 0dlaz € (1, 00).

Wymienione pierwsze trzy wiasnosci wykresu funkcji logarytmicznej f(z) = log, x dla
a € (1, 00) nie ulegajg zmianie, gdy podstawa a logarytmu jest liczbg z przedziatu (0, 1).

Ciekawostka

Wykresy funkcji logarytmicznych okre$lonych wzorami f(z) = log, x oraz g(z) = log1 x

sa symetryczne wzgledem osi X uktadu wspotrzednych.
Dowod:
Wzor funkciji g(z) = log1 & mozemy zapisa¢ w postaci g(z) = log, 1 x.

Zatem g(z) = log, = = log, ' = — log, x.

Jezeli g(x) = — f(x), to wykresy funkciji fi g sa symetryczne wzgledem osi X.

Majac dany punkt, ktory nalezy do wykresu funkcji logarytmicznej, mozemy wyznaczyc jej
wZzOr.

Przyktad 1

Wykres funkcji okreslonejwzorem f(z) = log, = przedstawiono na ponizszym rysunku.
Wyznaczymy wzor tej funkcij.

Z rysunku mozemy odczytac, ze do wykresu tej funkcji nalezy punkt o wspotrzednych
(8,2).



javascript:void(0);

Chcac wyznaczy¢ wartos¢ a we wzorze funkcji logarytmicznej, musimy rozwigzac
rownanie:

2 = log, 8, zatem a? = 8.

Warto$¢ a = 2v/2luba = —2v/2.

Poniewaz a > 0, zatem funkcje f opisujemy za pomocg wzoru f(z) = log,. 5 .
Przyktad 2

Do wykresu funkcji logarytmicznej okreslonej wzorem f(z) = log, « nalezy punkt
o wspodtrzednych (4, 9). Wyznaczymy wzor tej funkcii.

W celu wyznaczenia wzoru funkcji, wspotrzedne punktu (4, 9) podstawiamy do wzoru
f(z) = log, = i rozwigzujemy rownanie:

log,9 =14

Z réwnania otrzymujemy, Ze a = v/3 luba = —/3.
Poniewaz a > 0, zatem a = V3.

Wzor funkcii jest postaci f(z) = log, 5 .

Przyktad 3

Do wykresu funkcji logarytmicznej okreslonejwzorem f(z) = log,(ax — b) nalezg
punkty o wspotrzednych (6,1) oraz (4, —1).
Wyznaczymy wzor tej funkcii.

W celu wyznaczenia wartosci a i b musimy rozwigza¢ uklad réwnan:

logs(6a — b) =1
log,(2a—b) = -1

6a—b=4

da—b=

Uktad przeksztatcamy do postaci: {
4

1
Rozwigzaniem uktadu réwnan jest paraliczba = 1ib = 2.
Zatem wzor funkcji zapisujemy w postaci: f(z) = log,(z — 2).
Sprawdzenie:

£(6) = log,(6 — 2) = log, 4 = 1
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| £(2) =logy (L —2) =log, + = —1.

Wykorzystujac wlasnosci wykresu funkcji logarytmicznej mozemy wyznaczy¢ argumenty,
dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie lub ujemne.

Przyktad 4

Wyznaczymy, dla jakich argumentow funkcja okre$lona wzorem f(z) = log; (22 — 1)
przyjmuje wartosci ujemne.

W celu ustalenia dziedziny logarytmu rozwigzujemy nieréwno$¢ 2z — 1 > 0, zatem
1
WS (5, OO)

o=

Jezeli f(z) <0to2z —1 > 0oraz2z — 1 < 1,zatemz € (3,1).
Szukamy czesci wspolnejrozwigzania oraz dziedziny funkcii.
Zatem x € (%, 1).

Przyktad 5

Wyznaczymy, dla jakich argumentéw funkcja okreslona wzorem f(x) = log; (ac2 — :1:)
przyjmuje wartosci dodatnie.

W celu ustaleniea dziedziny logarytmu rozwigzujemy nieréwno$¢ z? — x > 0, wiec
z € (—00,0) U (1,00)

Jezeli f(x) > 0, to rozwigzujemy nieréwnos¢: 2 — z > 1.

Rozwigzaniem nieréwnosci jest zbior x € (—oo, 12‘/5) U (1+2‘/S ) oo).

Szukamy czesci wspolnejrozwigzania oraz dziedziny funkcii.

Zatem funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla argumentow
x € (—oo, 1_7‘/3) U (HT\/g,oo).

Stownik
funkcja logarytmiczna

funkcja okreslona wzorem f(z) = log, x, gdzie a € (0,1) U (1, 00) oraz z > 0

wykres funkciji

zbior punktoéw (zx, y) ptaszczyzny, ktore speniajg zaleznos¢ y = f(x)



Aplet

Polecenie 1

Uruchom aplet. Odczytaj jak najwiecej wtasnosci wykreséw przedstawionych funkcji
logarytmicznych.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DRoC4KriK


https://zpe.gov.pl/a/DRoC4KriK

Polecenie 2

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji logarytmicznej okreslonej wzorem f(z) = log3ﬁ T.
Wymien kilka wtasnosci wykresu tej funkcji.




Sprawdz sie

Cwiczenie 1

f(z) =logy z
f(z) =logyz
f(z) =log 5

f(z) = logﬁa:

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Potacz w pary wzor funkcji ze wspotrzednymi punktu, ktéry nalezy do wykresu funkcji
okreslonej tym wzorem.



Cwiczenie 2

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f okreslonej wzorem
f(z) = log s x.

S

Co mozna odczyta¢ wykresu? Zaznacz poprawng odpowiedz.

() Funkcja jest malejaca.

() Dlaargumentéw mniejszych od 2 funkcja przyjmuje wartosci wieksze od 2.

() Do wykresu funkcji nalezy punkt o wspétrzednych (2, 2).



Cwiczenie 3
Pogrupuj elementy zgodnie z opisem.

Punkty, ktore nalezg do wykresu funkcji okreslonej

wrorem J(z) = o8,z 9.4 ]| (3v3,3) || (4:3)

2363 G2

Punkty, ktore nalezg do wykresu funkcji okreslonej
wzorem f(z) = log, 5 z:

Cwiczenie 4
Uzupetnij zdania.

Wykres funkcji okreslonej wzorem f(z) = log, « przecina o$ odcietych w punkcie

,0).

o wspétrzednych (‘

Do wykresu tej funkcji nalezy punkt o wspotrzednych (%,

Funkcja przyjmuje wartos¢ 2 dla argumentu ‘ ’




Cwiczenie 5

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji okre$lonej wzorem f(z) = logs .

Co mozna odczyta¢ z wykresu tej funkcji? Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.

(] Dlaargumentéw mniejszych od 5 funkcja przyjmuje wartosci wieksze od 1.
(] Funkcja przyjmuje tylko wartosci dodatnie.
(] Do wykresu tej funkcji nalezy punkt o wspétrzednych (%, —1).

(] Funkcja jest rosnaca.

Cwiczenie 6
Do wykresu funkcji okreslonej wzorem f(x) = logy  nie nalezy punkt o wspétrzednych:

O (sv53)

O (5573

O (w3



Cwiczenie 7 @

Czy do wykresu tej samej funkcji logarytmicznej moga naleze¢ punkty o wspétrzednych (9, 2)
oraz (%, %)7

() TAK

O NIE

Cwiczenie 8 @

Naszkicuj wykres funkcji okre$lonej wzorem f(z) = log, x, jezeli spetnione s3 nastepujace
warunki:

e funkcja jest rosnaca,

o do wykresu tej funkcji nalezy punkt o wspétrzednych (16, 2).



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wykres funkcji logarytmicznej f(z) = log, zdlaa > 1

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

14) postuguje sie funkcjami wyktadniczg i logarytmiczng, w tym ich wykresami, do opisu
i interpretacji zagadnien zwigzanych z zastosowaniami praktycznymi.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

» rozpoznaje i okresla wlasnosci wykresu funkcji logarytmiczne;j;

» odczytuje wlasnosci funkcji logarytmicznejna podstawie podanego wykresu;
 rysuje wykresy funkcji logarytmicznych o podanych witasnos$ciach;

 stosuje poznang wiedze do rozwigzania problemoéw matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o drzewo decyzyjne;
e burza mozgow;
 objasnienie nowejwiedzy.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;
e komputery z dostepem do Internetu dla uczniow.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,Wykres funkcji logarytmicznej f(z) = log, =
dlaa > 1, wskazuje cele zaje¢ oraz ustala z nimi kryteria sukcesu.

2. Prowadzacy prosi uczniow, aby zgtaszali swoje propozycje pytan do tematu. Jedna
osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty, a pozostaty
jakie$ wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach szkicujg wykresy funkcji logarytmicznych dla réoznych podstaw
i tworzg drzewa pomystow, na ktorych umieszczaja wiasnosci tych wykresow. Po
prezentacji prac grup powstaje jedno, wspolne dla catej klasy, drzewo pomystow
zawierajace wiasnosci wykresu funkcji logarytmicznej. Nastepnie uczniowie zapoznajg
sie z przyktadami zawartymi w sekcji ,Przeczytaj”. Ich zadaniem jest najpierw
rozwiazanie danego przykitadu, a dopiero nastepnie porownanie jego rozwigzania
z pozostatymi grupami.

2. W kolejnym kroku uczniowie bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia numer 11 2. Kazdy
z ucznioéw robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani uczniowie przedstawiaja
odpowiedzi, a reszta klasy wspolnie ustosunkowuje sie do nich. Nauczyciel w razie
potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje, udziela uczniom
informacji zwrotne;j.

3. Kolejne ¢wiczenia (numer 3, 4 i 5) uczniowie wykonuja w parach. Nastepnie konsultuja
swoje rozwigzania z inng para uczniow i ustalajg jedna wersje odpowiedzi.

4. Uczniowie rozwigzujg zadania indywidualnie wykonujac ¢wiczenianr 6, 71 8.
Nauczyciel sprawdza poprawno$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,,Sprawdz sie”



2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniéw o rozwiniecie zdania: Na dzisiejszych
zajeciach nauczylem sie...

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:
o Wykresy funkcji specjalnych i ich wtasnosci.
Wskazowki metodyczne:

e Polecenia z czgsci ,Aplet” mozna wykorzystac jako zadanie do samodzielnego
wykonania dla uczniow, ktorzy wykonuja zadania przed wyznaczonym czasem.


https://epodreczniki.pl/a/wykresy-funkcji-specjalnych-i-ich-wlasnosci/DOnaHrx1v

