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Zbior liczb wymiernych. Dziatania na liczbach

wymiernych

W zyciu codziennym bardzo czesto spotykamy si¢ z czeSciami pewnych catoSci. Prosimy
sprzedawce o pot kilograma sera, uczniowie ciesza si¢ z 50-procentowej ulgi na bilety
komunikaciji miejskiej, a jeden kawatek pizzy to zwykle okoto jednej szostej catosci. Utamki
funkcjonuja tez w zwiazkach frazeologicznych takich jak “wygladac jak trzy ¢wierci do
Smierci”.

Z matematycznego punktu widzenia zbior utamkow zwyktych to rozszerzenie zbioru liczb
calkowitych o wszystkie mozliwe ilorazy liczb catkowitych. W tejlekcji omowimy
szczegotowo liczby wymierne, bo o nich mowa.

Twoje cele

e Rozpoznasz liczbe wymierna.
o Wykonasz dzialania na liczbach wymiernych.
o Wyznaczysz liczbe odwrotna i liczbe przeciwna do dane;.




Przeczytaj

Liczbg wymierng nazywamy kazdg liczbe, ktorag mozna zapisa¢ w postaci %, gdzie pigsa

liczbami catkowitymi oraz q jest rozne od zera.

Zbiér liczb wymiernych oznaczamy symbolem (Q pochodzgcym od pierwszejlitery
angielskiego stowa quotient oznaczajacego iloraz.

Kazda liczba catkowita jest liczbg wymiernga, bo mozna jg zapisac jako iloraz jej samej przez 1,

ale oczywiScie istnieje nieskonczenie wiele mozliwosci. Wystarczy wykonac rozszerzenie
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utamka,np.3 =1 =5=3=...,-9= 7 =
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Kazda liczba o skonczonym rozwini¢ciu dziesietnym jest liczbg wymierna.
Ponadto prawdziwe jest twierdzenie:

Twierdzenie: Liczba o okresowym rozwinieciu dziesiethym

Kazda liczba o okresowym rozwinieciu dziesigetnym jest liczbg wymierng.
Dowod twierdzenia wymaga uzycia pojecia granicy, wiec go pominiemy.

Przyktad 1

Aby zamieni¢ utamek zwykly na forme dziesietng, wystarczy rozszerzy¢ utamek do
mianownika, ktory jest naturalng potega liczby 10.

Mozna tez wykonac¢ dzielenie licznika przez mianownik.

3 _ 3125 _ 375 __
8 T 8125 — 1000 0,375

Przyktad 2

Przedstawimy podane liczby w postaci utamkow zwyktych:

a) 1,2345

_ 12345 __ 2469
1’2345 ~ 10000 " 2000

b)1,(3)
Oznaczmy rozwazang liczbe przez z, czyli * = 1,33333. ..

Wowcezas 10z = 13,33333. ..
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Jesli od lewej strony drugiej rownosci odejmiemy lewq strone pierwszejrownosci oraz od
prawej strony drugiej rownosci odejmiemy prawg strone¢ pierwszej rownosci, to
otrzymamy:

10z — =z = 13,33333...-1,33333. ..

Mozna tez udowodni¢ twierdzenie:

Twierdzenie: Liczba wymierna

Liczba jest wymierna doktadnie wtedy, gdy jej rozwini¢cie dziesietne jest skonczone lub
okresowe.

Dowod pomijamy.
Przyktad 3

Rozwazmy liczbe 0,123456789101112131415161718192021222324252627282930. . . .

Kolejne cyfry jej rozwiniecia powstajg przez “doklejanie” kolejnych liczb naturalnych.
Oczywiscie rozwiniecie to nie jest skonczone (bo liczb naturalnych jest nieskonczenie
wiele) ani okresowe. Zatem liczba ta jest niewymierna.

Zauwazmy, ze suma, roznica, iloczyn i iloraz (poza dzieleniem przez zero) liczb
wymiernych sa liczbami wymiernymi. Spostrzezenie wydaje si¢ oczywiste, jesli
pomyslimy o dodawaniu, odejmowaniu, mnozeniu i dzieleniu utamkéow zwyktych -
wynikiem w kazdym z tych przypadkow jest rowniez utamek zwykty. Rzeczywiscie dla
liczb catkowitych p, g, 7, s, gdzie ¢ i s nie sg rowne zeru, mamy:

p
q
p.r _P s _DP5 (]

7 7 dlar #0

%-I—L __ pstaqr

S qs
b _r __ PpPsS—qr
q s T gs

Poniewaz iloczyn, suma i roznica liczb catkowitych sg liczbami catkowitymi, wiec
otrzymane liczby sg ilorazami liczb catkowitych, zatem liczbami wymiernymi.




Przypomnijmy jeszcze najwazniejsze wtasnosci dziatan na liczbach wymiernych:
dodawanie i mnozenie liczb wymiernych jest aczne i przemienne, ponadto mnozenie
jest rozdzielne wzgledem dodawania.

Zero jest elementem neutralnym dodawania, za$ jedynka - elementem neutralnym
mnozenia.

Kazda liczba wymierna ma liczbe przeciwng (suma takich liczb jest réwna zeru), a jesli
nie jest zerem, to rowniez liczbe odwrotng (iloczyn takich liczb jest rowny 1).

Przyktad 4

Podamy liczby odwrotne i przeciwne do podanych.

Liczba wymierna Liczba przeciwna Liczba odwrotna
x —z -
2 —2 5
1 1
3 —3 3
2 2 _3
3 3 2
1 1 10
—23 2,3 W TE T m
Przyktad 5
Obliczymy sume

1 1 1 1 1 1
12 + 23 + ﬁ+' ot 47-48 + 48-49 + 49-50

. .1 1 2 1 1 1
Zauwazmy,zeT—g—g—g— 5 = 13
11 _ 3 2 _ 1
2 3 — 23 23 7 23
1r_ 1 _ 4 3 _ 1
3 4 — 314 34 — 34
1r_ 1 _ 5 4 _ 1
4 5 — 45 45 — 45

1 48 47 1

1
a7 48 — A7-48 T 4748 — 4748

1 1 49 48 1

48 49 T 4849 48-49 T 48-49

1 1 _ 50 49 _ 1
49 ~ 50 — 4950 4950 4950

Ogolnie
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1 _ _nitl 1

1 o n _
n n+l = n(n+l) n-(n+l) — n-(n+l)

Zatem prawdziwa jest rownosc:

1 1 1 1 1 1
T2t 23 T 3at - Tmm + 89 T 50 =

_1_ 141 141 141 1 SRS WS SRS URTINS N B
1 2+2 3+3 4+4 5+”'+47 48+48 49+49 50

_ 1 _ 49
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Przyktad 6
Obliczymy

1 1 1 1 1 1
9-11 + 11-13 + 13-15 +“‘+51-53 + 53-55 + 55-57

. .1 111 9 2 11 (1 1
Zuwazmy, ze § — 37 = 911 — 911 — 911 2atem 537 = 3 (9 - 11)
1 113 11 2 11 (1 1
T~ 13 = 113 1113 = 113 Zatem 1793 = 5 (11 13)
1 1 _ 15 13 2 1 1 (1 1
13 - B B3 - 35 Zatem gy = 3 (13 15)
1 1 _ 53 51 _ 2 11 (1 1
BT B33 — T153 153 — Tis3 Zalem mmm = 5 (51 53)

1 1 _ 55 53 _ 2 11 (1
53 T 55 — 3355 5355 — mann. ZateM gz = 5 (53 55)

11 _ 51 55 _ 2 1 (L1 1
55 T 57 — 557 5557 — Boogro ZateM grer = 3 (55 57)

Wobec powyzszego

1 1 1 1 1 1
9-11 + 11-13 + 13-15 +“‘+51-53 + 53-565 + 55-57 T

-+ (r_+r,r 1, 1 1 L 1, 1,1 1y _
-2 (9_11+11 i3t 13—ttt T3 T e T8 T 55 57)—
=1 (L_L)_l.(_19__3)_l 16 _ 8
—2 9 w7/ 2 \mn 1) — 2 71T TIm

Stownik
liczba wymierna

iloraz dwoch liczb catkowitych, z ktérych dzielnik jest rozny od zera



liczba catkowita

liczba naturalna lub liczba przeciwna do naturalnej

liczba przeciwna

mowimy, Ze b jest liczbg przeciwna do liczby a, jeSlia + b =0
liczba odwrotna

mowimy, ze b jest liczba odwrotng do liczby a # 0,jeSlia - b =1



Animacja

Polecenie 1
Przeanalizuj informacje zawarte w animacji. Na ich podstawie rozwiaz test.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D47zMC8Tg

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczacego podstawowych poje¢ algebraicznych.

Polecenie 2


https://zpe.gov.pl/a/D47zMC8Tg

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1

33
40

17
20

11
16
Cwiczenie 2

Przedstaw utamek 0, 1(2) w postaci utamka zwyktego.

Wyznacz i przyporzadkuj rozwiniecia dziesietne do podanych liczb wymiernych.

0,625

0,825

0,85

0,6875




Cwiczenie 3

Podane rozwiniecia dziesietne przedstaw w postaci utamka zwyktego.
Przeciagnij i upusc.

Rozwiniecie dziesietne liczby 0, (6) mozna przedstawi¢ w postaci |

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Rozwiniecie dziesietne liczby 0, (7) mozna przedstawi¢ w postaci |

Rozwiniecie dziesietne liczby 0, (3) mozna przedstawic¢ w postaci

Rozwiniecie dziesietne liczby 0, (9) mozna przedstawic¢ w postaci

2 7 1
i EIE




Cwiczenie 4

Rozwigz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Liczbg odwrotng do liczby 0, 4 jest:

250][-04 0] £ O

Liczba przeciwng do liczby % jest:

10| -2 006 O

Wskaz zdania prawdziwe:

Liczba przeciwna do zera jest zero. [ | ’

Liczba odwrotna do zera jest zero. || ’

Nie istnieje liczba przeciwna do zera. [ ] ’

Liczba przeciwna do liczby (—2) jest:

—(-2) O —(=(-2) O] ~(-(-(-2)) O]

Liczba odwrotna do liczby % jest:

1
O+ 0
¥
Cwiczenie 5

m|>—t|r—‘
m|>—l|>—t|l—‘

. 1 1 1 1 1 1
Oblicz 7= + w5 + o3+ - t5te2 + G367 + 570




Cwiczenie 6

Oblicz podane sumy. Potacz w pary.

1 1 1 1
10-11 + 11-12 + 12-13 ..t 79-80

1 1 1 1
10-11 + 11-12 + 12-13 Tt 59-60

1 1 1 1
20-21 + 21.22 + 22-23 Tt 99-100

1 1 1 1
100101 T 101102 102103 t--- T 299

1 1 1 1
50-51 + 51-52 + 52-53 t...F 199-200

1 1 1 1
20-21 + 21.22 + 22-23 ..t 79-80

1 1 1 1
30-31 + 31-32 + 32-33 Tt 89-90



Cwiczenie 7

Zapoznaj sie z ponizsza definicjg pewnego pojecia z algebry abstrakcyjne;j.

Ciato to rodzaj struktury algebraicznej. Struktura ta zbudowana jest ze zbioru A,

w ktérym wykonalne sg dziatania dodawania i mnozenia. Ponadto spetnione sg

nastepujace warunki:

1. Zbiér A zawiera element neutralny mnozenia (zwany jedynka).

2. Zbior A zawiera element neutralny dodawania (zwany zerem).

3. Dodawanie jest taczne.

4. Dodawanie jest przemienne.

5. Kazdy element zbioru A posiada element przeciwny nalezacy do A.

6. Mnozenie jest taczne.

7. Mnozenie jest przemienne.

8. Mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania.

9. Kazdy niezerowy element zbioru A posiada element odwrotny nalezacy do A.

Sprawdz, ktére z powyzszych warunkéw sg spetnione w zbiorach liczb naturalnych,

catkowitych, wymiernych.

Zbiér zawiera element neutralny

mnozenia

Zbiér zawiera element neutralny

dodawania

Dodawanie jest taczne
Dodawanie jest przemienne
Mnozenie jest taczne

Mnozenie jest przemienne

Zbior liczb

naturalnych

tak

tak

tak
tak
tak

tak

Zbior liczb
catkowitych

tak

tak

tak
tak
tak

tak

Zbior liczb

wymiernych

tak

tak

tak
tak
tak

tak



Mnozenie jest rozdzielne

wzgledem dodawania

Kazdy element zbioru posiada

element przeciwny

Kazdy niezerowy element zbioru

posiada element odwrotny

Zbior liczb

naturalnych

tak

nie

nie

Zbior liczb
catkowitych

tak

tak

nie

Czy ktoérys z podanych wyzej zbioréw mozna nazwac ciatem?

Zaznacz poprawng odpowiedz.

(O Zbidr liczb wymiernych.

(O Zbidr liczb naturalnych.

() Zbiér liczb catkowitych.

Zbior liczb

wymiernych

tak

tak

tak



Cwiczenie 8

1
a
0+a1+ 11
ag+

ap_9o+
gdzie:

1
op-1tag

ao - jest liczba catkowita,
ai, az, ...

, Ak—2, Ak—1, @k — Sq liczbami naturalnymi wiekszymi od zera.
Przy czym liczby wymierne mozna zapisac jako utamkitaricuchowe skonczone.
Jakie liczby wymierne przedstawiajg podane nizej utamki tancuchowe.

Przeciagnij i upusc.

Utamek tarncuchowy

Utamek zwykty

1+ ¢
2

1+

24+

24+

1+ L :

1+ L '

......................................................

1+ L '

@
Kazda liczbe rzeczywistg mozna zapisa¢ w postaci tzw. utamka taricuchowego, czyli
w postaci



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zbior liczb wymiernych. Dzialania na liczbach wymiernych

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

l. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykonuje dziatania (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie, potegowanie,
pierwiastkowanie, logarytmowanie) w zbiorze liczb rzeczywistych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje obywatelskie;
kompetencije cyfrowe;
kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:

e Rozpoznasz liczbe wymierna.
» Wykonasz dziatania na liczbach wymiernych.
e Wyznaczysz liczbe odwrotng i liczbe przeciwng do dane;j.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
« mapa mysli;
o dyskusja.

Formy pracy:



praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore bedq poruszane
podczas lekciji.

Faza wstepna:

1. Przedstawienie tematu zajec: ,,Zbior liczb wymiernych. Dziatania na liczbach
wymiernych” oraz wspolne z uczniami ustalenie kryteriow sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi, aby wybrany uczen przeczytat polecenie numer 1 z sekcji ,Animacja”.
Uczniowie zapoznajqg si¢ z materiatem i zapisujg ewentualne problemy z jego
zrozumieniem. Nastepnie dzielg si¢ na grupy i ponownie analizujg jego tre$¢ wspolnie
wyjasniajac zaistniate watpliwosci.

2. Nauczyciel przechodzi do sekcji ,Sprawdz si¢”. Zapowiada uczniom, ze w kolejnym
kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia numer 11 2, i beda to robi¢ wspolnie. Wybrana
osoba czyta po kolei polecenia. Po kazdym przeczytanym poleceniu ochotnik udziela
odpowiedzi. Reszta uczniow ustosunkowuje si¢ do niej, proponujgc swoje pomysty.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. W kolejnym kroku uczniowie realizuja w parach ¢wiczenia 3-5, po ich wykonaniu
porownujg otrzymane wyniki z inng para.

4. Cwiczenia numer 6,71 8 uczniowie wykonuja indywidualnie, a nastepnie omawia je
nauczyciel.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajagc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji



~Wprowadzenie”
Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty dokonczone na
zajeciach.

Materialy pomocnicze:
e E-podrecznik z matematyki na stronie: www.epodreczniki.pl
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna potraktowac jako zadania domowe dotyczace
analizy problemu w temacie ,Zbior liczb wymiernych. Dzialania na liczbach
wymiernych”.



