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Czy to nie ciekawe?

Znasz zabawke jojo? Ciezarek potaczony ze szpulg porusza si¢ w gore i w dot, w miare jak
nic¢ rozwija si¢ ze szpuli i nawija si¢ na nig ponownie. Wiesz, ze fizycy tez sie zajmuja takg
zabawka? Tylko nazywajq ja ,kotem Maxwella” i shuzy im do badania zmian energii
potencijalnej grawitacji w energie kinetyczna ruchu obrotowego bryly sztywnej. Jaka fizyka
kryje sie za ta niepozorng zabawkg?



Rys. a. Zabawka jojo

Twoje cele

W tym materiale:

» Dowiesz sig, jakie przemiany energii zachodzg w trakcie ruchu bryly sztywne;j,

e Zrozumiesz dziatanie kota Maxwella i zabawki jojo,

o Wykorzystasz zdobyta wiedze do rozwigzywania zadan oraz zagadnien z zakresu
badania energii ruchu bryly sztywne;j.




Przeczytaj

Warto przeczytac

Jojo bynajmniej nie jest nowa zabawka w naszej kulturze, o czym $wiadczy Rys. 1.

Rys. 1. Starozytny odpowiednik jojo. [Zrédto: Altes Museum / Public domain]

Rys. 1a. Koto Maxwella
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Rys. 1a. prezentuje urzadzenie wykorzystujace te sama zasade¢ fizyczng co wspomniane jojo
- koto Maxwella. Ciezki obiekt, bryla sztywna o duzym momencie bezwtadnosci, nawijany
jest na sznurek i puszczany swobodnie - sita grawitacji sprawia, ze koto zaczyna opadac,
jednoczes$nie obracajac sie coraz szybciej. W efekcie widzimy demonstracje zamiany
energii potencjalnej grawitacji na energie kinetyczna.

Warto tu zwroci¢ uwage na sposob zamontowania sznurka na osi kota lub jojo. Montaz
mozliwy jest zarowno w sposéb umozliwiajgcy bryle dalsze obracanie si¢ po rozwinieciu
sznurka - poprzez zastosowanie tozyska kulkowego - lub ,na sztywno”, przez co po
rozwinieciu si¢ calejnici, zaczyna si¢ ona ponownie nawija¢, podciggajac bryte do gory.
Mozemy zatem zaré6wno zamieni¢ calg energie potencjalng na energie kinetyczna ruchu
obrotowego, jak i otrzymac ruch okresowy, w ktérym okresowo nastepuja przemiany
energii.

W zyciu codziennym czesciej bedziemy spotykac obracajace sie bryly sztywne nie
umocowane na sznurku. Bedg to na przyktad obiekty swobodnie toczace si¢ po
powierzchni (lewa czeSc¢ Rys. 2.) lub staczajace z pochytosci (Rys. 3.) czy pojazdy (kiedy
mamy do czynienia z toczeniem si¢ cial, przeciwienstwie do ruchu obrotowego wzgledem
nieruchomej osi obrotu, wystepuje zarowno ruch postepowy, jak i obrotowy, jak na prawe;j
czesci Rys. 2.). We wszystkich tych przypadkach réwnania zwigzane z przemianami energii
sa bardzo podobne. Na poczatek zwr6¢my uwage, ze na energie kinetyczng bryly sztywnej
sktada sie zarowno energia kinetyczna ruchu postepowego, jak i obrotowego. Spojrzmy
ponownie na Rys. 2.

Rys. 2. Ruch bryty sztywnej - ztozenie ruchu postepowego i obrotowego
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Przyjrzyjmy si¢ bryle sztywnej o masie m i momencie bezwtadnosci I, toczacej si¢ po
ptaszczyznie. Srodek masy tejbryty przemieszcza sie z predkoscia v wzgledem podloza,
a sama bryla obraca si¢ wokoét swojego srodka masy z predkoscia katowq w. Na energie
ruchu tej bryty sztywnej sktada si¢ jej energia ruchu postepowego Ei,,e = mT”Z oraz jej
energia ruchu obrotowego Eypr = IT“’Z Mozemy zatem zapisac, ze catkowita energia
kinetyczna ruchu bryty sztywnej to:

2 I2
Ek:Epost+Eobr: % +%

Zalozmy teraz, ze toczenie odbywa sie bez poslizgu. Znaczy to, ze predkos$¢ v sSrodka masy
i predkosc¢ katowa w powiazane s relacjg v = wR. Wstawiajgc te zalezno$¢ do
poprzedniego wzoru otrzymamy:

E) = mu? + Iw?  mR2w? Iw?  mR2A2+Iw? w2(mR2+I)

2 2 2 2 T 2

Jak wida¢ z tego wzoru, rozne bryty o tej samej masie, toczace si¢ z tg sama predkoscia,
beda posiadaly r6zna energie kinetyczng. Poréwnajmy kule, walec i obrecz, wszystkie o tej
same masie m i promieniu R:

w? (mR*+1Iy) w?(mR?+2mR?) Tw'mR? 7 9 9

Ek—kula — 2 — 2 — 2 — ﬁw mR
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Ex—walec = 5 = 5 2 = =2 5 = 3w mR
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Ekfobrecz - 2 = 2 - 2 =w'mR

Widzimy, ze przy tej samej masie, promieniu i predkosci, catkowita energia kinetyczna
obreczy jest wicksza niz walca, a walca jest wieksza niz kuli. Zastanéwmy sieg, jakg czes¢
catkowitej energii tych bryt stanowi ich energia ruchu postepowego, a jakg obrotowego:
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Ponownie wynik zalezy od momentu bezwladnosci bryly, przyjrzyjmy sie zatem raz jeszcze
kuli, walcowi i obreczy:

Ep—kula _ mR2 _ mR2 — i — 3 5
Eo—kula - Ik o %mR2 T2 ?
Epfwalec — T)’LR2 — mR2 — 2
Eofwalec Iw %mR2
Epfobrecz — ’ITLR2 — mR2 — 1
Eofobrecz I, mR2

Widzimy, ze w przypadku toczacej sie bez poslizgu obreczy jej catkowita energia
kinetyczna skiada sie po potowie z energii ruchu postepowego i energii ruchu
obrotowego. Ale juz w przypadku walca, energia ruchu postepowego jest dwa razy wigksza



niz obrotowego, a w przypadku kuli, energia ruchu postepowego jest 3,5 razy wieksza niz
jej energia ruchu obrotowego. Jak te bryly beda sie staczaty z rowni pochytej? Czy wszystkie
stoczg si¢ z tej samej wysokosci w tym samym czasie? Przyjrzyjmy sie Rys. 3.

Rys. 3. Bryta sztywna staczajaca sie po réwni pochytej

Odpowiedzi mozna udzieli¢ bardzo latwo, przeprowadzajac proste rozumowanie:
calkowita energia kinetyczna bryty sztywnejbedacejna konicu réwni réwna jest energii
potencjalnej tej bryly w momencie, gdy zaczela si¢ toczyc¢:

Epot = Epost + Eobr
mv® Iw?
mgH = 5= + S5~

Skoro zatem energia poczatkowa kazdej z bryt jest taka sama (ta sama masa i ten sam
promien), to ich energia koncowa tez bedzie taka sama. Jednakze, jak ustaliliSmy wczesniej,
calkowita energia kinetyczna sklada si¢ z energii ruchu postepowego i obrotowego -

w roznych proporcjach, w zaleznoSci od momentu bezwtadnosci tej bryly. Intuicyjnie
mozemy zatem powiedziec, ze bryta o wiekszym momencie bezwladnosci stoczy si¢ wolniej
i bedzie miata mniejszg koncowg predkos¢ ruchu postepowego - poniewaz wieksza czes¢
jej energii bedzie stanowila energia ruchu obrotowego. Ponizej uzasadnimy te wnioski
liczbowo.

Porownajmy staczanie si¢ kuli i walca. Jaka jest ich energia koncowa?

3w?mR?
Euwaica = 4

Tw?mR?
Erui = 10



Energia poczatkowa (energia potencjalna grawitacji) dla obu byla taka sama E,,,; = mgH.
Zatem, ktore ciato bedzie miato wigkszg predkos¢ katowa po stoczeniu si¢ z rowni?
Korzystajgc z zasady zachowania energii mechanicznej, otrzymujemy:

3w mR?

H H
— =mgH — w}=132 ~ 1,335

w3 R

TwimR?

— 2 _ 10 gH gH
o =mgH — wp=-= ~ 1,43 %

7 R?

Otrzymany wynik zgadza si¢ z naszymi przewidywaniami - kula, jako obiekt o mniejszym
momencie bezwtadnosci niz omawiany walec, porusza si¢ z wigkszg predkoscia po
stoczeniu sie z rowni.

Stowniczek
jojo

(ang. yo-yo) inaczej zwane kotem Maxwella to rodzaj zabawki w postaci ciezarka-szpulki
zawieszonego na sznurku. Cigzarek, opuszczony na sznurku trzymanym za
nieumocowany koniec, rozwija go wpadajgc w ruch obrotowy. Po pelnym rozwinieciu
sznurka ciezarek zachowuje moment pedu ruchu obrotowego i nawijajgc sznurek
wedruje w gore. Istnieje wiele teorii o pochodzeniu jojo, lecz prawdopodobnie wywodzi
sie ono z Chin.

koto Maxwella

(ang. Maxwell's wheel) to krazek, bryla sztywna o duzym momencie bezwtadnosci,

przypomina zabawke jojo.

bryta sztywna

(ang. rigid body) inaczej ciato sztywne lub ciato rozciggte, to pojecie uzywane w fizyce
oznaczajace cialo fizyczne, ktorego elementy (czesci, punkty materialne) nie mogg sie
wzgledem siebie przemieszczac.

zawieszony na linkach nawinigtych na o$, wokot ktorej moze sie on obracac¢. Konstrukcja



Symulacja interaktywna

Badanie energii ruchu bryty sztywnej

W symulacji znajdziesz do wyboru dwie rozne bryly sztywne: kule i walec, ktore mogg by¢
widoczne razem lub osobno, w zaleznosci od tego jaka opcje wybierzesz. Mozesz
obserwowac pojedyncza bryle lub kilka, przenikajgcych si¢ wzajemnie, bryl na raz.

Bryty majg rozmiary regulowane suwakami:

e kula: promien R
o walec: promien ri wysoko$¢ H

Bryly obracaja si¢ wokot osi pionowej z ustawiang suwakiem predkoscig katowa.

Dynamiczny tekst wySwietla: moment bezwtadnosci obliczony dla kazdej bryly oraz
aktualnie ustawiong predkos¢ obrotowq wraz z obliczong na tej podstawie energig
kinetyczng kazdej z bryt.

Zaleca sie, aby symulacje uruchamia¢ w trybie pelnoekranowym.
Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.
Polecenie 1

Zastanow sie czy jestes w stanie znalez¢ taka wysokosc walca, dla ktérej jego moment
bezwtadnosci jest taki sam jak kuli, gdy obie bryty majg ten sam promien?




Sprawdz sie

W ponizszych zadaniach uzyteczne mogg by¢ ponizsze warto$ci momentow bezwladnosci
roznych bryl sztywnych wzgledem osi przechodzacych przez ich srodek masy:

Opis bryly Moment bezwladno$ci
Walec o promieniu R i masie m %mR2
Kula o promieniu R i masie m %mR2
Obrecz cienkoscienna o promieniu R i masie m mR?

Pokaz ¢wiczenia: @
Cwiczenie 1 @)
Wskaz, ktéry wzor poprawnie opisuje catkowita energie kinetyczng bryty sztywnej o masie m

i momencie bezwtadnosci I, toczacej sie z predkoscig v i obracajaca sie z predkoscia katowa w
z rowni pochytej z wysokosci H:

¥

O Ey=m" 4 1o 4 gl

O Ek = m21)2 —i—mgH
O E, =mgH + IT‘”Z)

2 Tw?
O Ek:m2v ‘f‘%




Cwiczenie 2 @)

Trzy bryty sztywne o tej samej masie i promieniu - kula, walec i obrecz - staczajg sie bez
poslizgu z rowni pochytej, z tej samej wysokosci. Uporzadkuj ponizsza tabele tak, aby na gérze
umiescic¢ bryte, ktéra stoczy sie najszybciej, a na dole te, ktdra stoczy sie najwolniej:

Walec =
Obrecz =
Kula =
Cwiczenie 3 @

Kula o promieniu 1m stoczyta sie z rowni pochytej z wysokosci 2,8 metréw, toczac sie bez
poslizgu. Z jaka czestotliwoscia porusza sie ta kula u podnéza réwni?

() Okoto 1 obrét/sekunde

() Okoto 2 obroty/sekunde

() Okoto 0,5 obrotu/sekunde



Cwiczenie 4
Obraz ponizej przedstawia koto Maxwella w kolejnych fazach ruchu. Kolejno od lewej strony:

koto jest w spoczynku, koto porusza sie w dét, koto znajduje sie w najnizszej pozycji (sznurek
rozwinat sie catkowicie), koto porusza sie do gory.

Koto wykonane jest z mosiadzu (gestoé¢ 8600 kg/m ©), ma grubos¢ 2,5 cm i mase 3,8 kg.
Opuszcza sie ono z wysokosci 1,5 m. Jaka jest jego predkos¢ katowa na trzecim obrazku? Ni¢
i 0$ maja mase zaniedbywalng w poréwnaniu do masy kota.

Mamy za mato danych, aby odpowiedzie¢ na to pytanie

Okoto 20 rad/s

Okoto 60 rad/s

Okoto 100 rad/s

o O O O



Cwiczenie 5

Obraz ponizej przedstawia koto Maxwella w kolejnych fazach ruchu. Kolejno od lewej strony:
koto jest w spoczynku na wysokosci H, koto porusza sie w dét, pokonujac wysokos¢ h. Na
jakiej wysokosci h energia potencjalna kota bedzie rowna jego energii kinetycznej? Odpowiedz
podaj jako utamek dziesietny (h = xH, gdzie x to utamek z zakresu od 1 (koto na samym dole)
do O (koto na samej gorze)).

Odpowiedz: h =‘ H.




Cwiczenie 6

Koto Maxwella o masie 3 kg i promieniu 7,5 cm opuszcza sie z wysokosci 1,5 m. Ponizszy
wykres prezentuje przemiany energii zachodzace podczas opadania tego kota. Przyporzadkuj
legendzie opisy:

Przemiany energii w kole Maxwella

Energia [J]

1514 1312 11 1 09 08 07 06 05 04 03 02 0,1 0
Wysokos¢ na jakiej jest koto [m]

A B C —E

C Energia kinetyczna ruchu obrotowego
B Energia kinetyczna ruchu postepowego
E Catkowita energia kinetyczna

D Energia potencjalna

A Catkowita energia mechaniczna



Cwiczenie 7 @

Obraz ponizej przedstawia koto Maxwella w kolejnych fazach ruchu. Kolejno od lewej strony:
koto jest w spoczynku, koto porusza sie w doét, koto znajduje sie w najnizszej pozycji (sznurek
rozwinat sie catkowicie), koto porusza sie do gory.

Na ktorym obrazku catkowita energia mechaniczna tego kota jest najwieksza?

AH

Trzecim

Zadne z wymienionych

Drugim i czwartym (kierunek ruchu nie ma znaczenia dla wartosci energii)

o O O O

Pierwszym



Cwiczenie 8 O

Obraz ponizej przedstawia koto Maxwella w kolejnych fazach ruchu. Kolejno od lewej strony:
(1) koto jest w spoczynku, (2) koto porusza sie w doét, (3) koto znajduje sie w najnizszej pozycji
(sznurek rozwinat sie catkowicie).

AH

W trakcie ruchu zachowana jest catkowita energia mechaniczna, jednakze nastepuj3 jej
przemiany. Energia potencjalna grawitacji zmienia sie w energie kinetyczna i na odwroét.
W roéznych fazach ruchu zmienia sie wartos¢ poszczegoélnych sktadowych. Przyjrzyj sie
kolejnym fazom ruchu 1, 2, 3 i zastandéw nad tymi przemianami energii. Przyporzadkuj

ponizsze opisy zwigzane ze sktadowymi energii mechanicznej do poszczegdlnych faz ruchu
kota:

Energia mechaniczna ma sktadowe:

3) energia kinetyczna ruchu postepowego,
ruchu obrotowego i energia potencjalna
grawitacji
1) Dominuje energia kinetyczna ruchu
obrotowego
) Dominuje energia potencjalna

grawitacji



Dla nauczyciela

Konspekt (scenariusz) lekcji

Imie¢ i nazwisko
autora:

Przedmiot:
Temat zajec:

Grupa docelowa:

Podstawa
programowa:

Dariusz Aksamit

Fizyka
Badanie energii ruchu bryly sztywnej
IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Cele ksztalcenia - wymagania ogdlne

II. Rozwiazywanie probleméw z wykorzystaniem praw
i zaleznosci fizycznych.

III. Planowanie i przeprowadzanie obserwacji lub doswiadczen
oraz wnioskowanie na podstawie ich wynikow.

Zakres rozszerzony
TreS$ci nauczania - wymagania szczegolowe

I. Wymagania przekrojowe.

Uczen:

7) wyodrebnia z tekstow, tabel, diagramow lub wykresow,
rysunkow schematycznych lub blokowych informacje
kluczowe dla opisywanego zjawiska badz problemu;
przedstawia te informacje w roznych postaciach;

10) przeprowadza wybrane obserwacje, pomiary

i doswiadczenia korzystajac z ich opiséw; planuje i modyfikuje
ich przebieg; formutuje hipoteze i prezentuje kroki niezbedne
do jej weryfikacii.

IIl. Mechanika bryly sztywne;j.

Uczen:

5) oblicza energie ruchu bryly sztywnej jako sume energii
kinetycznej ruchu postepowego srodka masy i ruchu
obrotowego wokot osi przechodzgcej przez Srodek masy.



Zalecenia Parlamentu Europejskiego i Rady UE z 2018 r.:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia

Ksztaltowane informaciji,
kompetencje » kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie
kluczowe: nauk przyrodniczych, technologii i inzynierii,

» kompetencje cyfrowe,
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie
umiejetnosci uczenia sie.

Uczen:

1. okreSla jakie przemiany energii zachodza w trakcie ruchu

. bryly sztywnej,
Cele operacyjne: 2. omawia dziatanie kota Maxwella i zabawki jojo,
3. umiejetnie wykorzystuje zdobyta wiedze do
rozwigzywania zadan oraz zagadnien z zakresu badania
energii ruchu bryly sztywne;.

Strategie i metod
g y eksperymentalno-obserwacyjna

nauczania:
Formy zaje¢: praca grupowa
" komputer z dostepem do Internetu i projektorem
Srodki dydaktyczne: p , ©P PTo)
multimedialnym, koto Maxwella
Materiat
.y brak
pomocnicze:
PRZEBIEG LEKCJI
Faza wprowadzajaca:

Nauczyciel prezentuje koto Maxwella - przeprowadza pokaz, w ktérym nawija ni¢ na oS
i puszcza koto, ktore nastepnie okresowo porusza sie¢ w dot, rozkrecajac si¢, po czym po
osiggnieciu minimum porusza si¢ do gory, a ni¢ nawija si¢ na jego oS. Nauczyciel
wysSwietla nastepnie wykres z zadania 6 i poleca w podgrupach przeanalizowanie go.

Faza realizacyjna:



Nauczyciel pyta przedstawiciela kolejnych grup o zidentyfikowanie kolejnych prostych
(grupa pierwsza - linia A, etc). Po prawidtowym opisaniu wszystkich funkcji nauczyciel
wyjasnia ewentualne uwagi, podsumowujgc temat przemian energii mechaniczne;j

w ruchu obrotowym - ze szczego6lnym uwzglednieniem, ze na energie¢ kinetyczna
ruchu bryty sztywnej sklada si¢ zarowno energia ruchu postepowego, jak i obrotowego.
Nastepnie nauczyciel zwraca uwage, ze na dynamike ruchu (np. osiggang predkos¢
podczas staczania si¢ bryly z rowni) istotnie wptywa moment bezwtadnosci tej bryty -
nauczyciel prezentuje symulacje, w ktorej pokazuje, jak zmienia si¢ moment
bezwladnosci oraz energia bryty w zaleznos$ci od jej rozmiarow.

Faza podsumowujaca:

Nauczyciel prosi ochotnika o wyprowadzenie wzoru, ktory umozliwi obliczenie
wysokosci walca, ktory ma taki sam moment bezwladnosci, jak kula o tym samym
promieniu (przy tej samej masie). Nauczyciel zadaje prace domowa - po pierwsze
skorzystanie z powyzszego wzoru i przeprowadzenie wlasnych symulacji z tym medium,
wraz z wykonaniem polecenia aktywizujacego.

Praca domowa:
Jak w fazie podsumowujgcej plus zadania 1,2,3 z zestawu ¢wiczen.

Wskazowki

Jesli na osazeniu pracowni brak jest kota Maxwella,
metodyczne WP b J

. . scenariusz mozna przeprowadzi¢ w formie projektu -
opisujace rozne

] uczniowie dostajg za zadanie skonstruowanie wiasnego
zastosowania danego

. . modelu kota.
multimedium:



