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Zrédto: dostepny w internecie: Obraz emememy z Pixabay.

Po raz pierwszy sinus w znanej dzi$ formie zdefiniowat hinduski matematyk i astronom
Aryabhata (476 - 550 r. n. e.). W jego pracach nazywany byt , potowg cigeciwy”. Nazwa sinus
pojawita sie w XII wieku w wyniku blednego ttumaczenia i w jezyku tacinskim oznacza
Lzatoke”.

W tym materiale wykorzystamy zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego
samego kata do rozwigzywania zadan. W szczegolnosci zajmiemy si¢ tozsamosciami
trygonometrycznymi.

Twoje cele

e poznasz rozne zastosowania zwigzkow miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego
samego kata;

» wykorzystasz poznane wzory do przeksztalcania wyrazen i dowodzenia tozsamosci;

» przeanalizujesz zadania oraz wybierzesz najefektywniejsza metode prowadzacg do
ich rozwigzania.



https://pixabay.com/pl/users/emememy-9418686/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=3929771
https://pixabay.com/pl/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=3929771

Przeczytaj

Tozsamoscig trygonometryczng nazywamy pewng okreslong zaleznos¢ miedzy funkcjami
trygonometrycznymi. Dodajmy, ze kazde uzyte w tozsamosci wyrazenie musi miec sens.

Tozsamosci wykorzystujemy przy przeksztatcaniu rownan lub wzoréw do innej
rownowaznej postaci, ktora jest prostsza lub lepiejnadaje si¢ do wyciggania interesujacych
nas wnioskow.

Aby udowodni¢ tozsamosc¢, przeksztalcamy jedng strone tozsamosci, starajgc sie
sprowadzi¢ jg do postaci, ktorg ma druga strona. Mozna rowniez przeksztalcac obie strony,
doprowadzajac je do tej samej postaci.

W naszych rozwazaniach przyjmiemy oznaczenia:

L - lewa strona rownosci

P - prawa strona réwnosci

Przyktad 1

Wykazemy, ze dla kazdego kata o prawdziwa jest rownosc:
(sino + cosa)® + (sina — cosa?) = 2.

Rozwigzanie

L = (sina + cosa)? + (sina — cos a)?

pP=2

Skorzystamy z nastepujacych wzoréw skroconego mnozenia:
(a4 b)? = a2 + b + 2ab oraz (a — b)* = a? + b% — 2ab.
Podstawiamy wartosci do powyzszych wzorow.

(sina + cosa)? = sin® a4 cos?a + 2 - sina - cos a

2

: 2 _ . :
(sina — cosa)’ = sin® a4 cos’a — 2 - sina - cos a

Teraz przeksztalcamy lewq strone rownosci:

L = (sina + cosa)’ + (sina — cosa)® =

2

. 92 . . 9 .
= sin a—l—cos2a—|—2-sma-cosa—|—s1n o+ cos“a—2-sina - cos o
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Po redukciji wyrazen podobnych otrzymujemy strone prawa rownania.

L:2-sin2a+2-cosza:2-(sin2a+cos2a) =2-1=2=P.

sin? a+cos? a=1

To konczy dowdd.

W przykiadach 2, 3 i 4 wprowadzamy dodatkowo zatozenie, ze mianowniki wyrazen sg
rozne od zera. W ten sposoOb gwarantujemy, ze nie wykonamy dzielenia przez 0, ktore jest
dziataniem niedozwolonym.

Przyktad 2

Doprowadzimy do najprostszej postaci wyrazenie:

sin® « 4 sin®
1—cosa 1+cosa *

Rozwigzanie

a2 102
c . sin” o sin® o . o1
Wyrazenie 1=+ + Trogeas PTZY zatozeniach: 1 — cosa # O oraz 1 + cosa # 0,

sprowadzamy do wspolnego mianownika. Nastepnie wykorzystamy wzor skroconego
mnozenia: (a + b)(a — b) = a® — b%.

Mamy zatem:

(14 cosa)(l —cosa) =1 — cos? a.

2

Z jedynki trygonometrycznej (sin® o + cos® a = 1) mamy, ze

.2
1 — cos® a = sin” a.

Ostatecznie:

sin® a sinfa__ sin® a(14cosa) sin” & (1—cosa)

1—cosa + 1+cosa —  (1—cosa)(1+cosa) + (14+cosa)(1—cosa)

2

_ sin?a(l4cosa) sin® a(1—cos a)

o 1—cos® a + 1—cos® a o
_ sin® a(14-cos ) + sina(l—cosa) _ sinfa(ltcosatl—cosa)  2.sin’a 2
o sin? a sin? a o sin? sin?

2

) .
. sin“« sina
Odp" 1—cosa + 1+cosa 2.

Przyktad 3

l-sina _ _cosa
cosa ~ l+sina

Sprawdzimy, czy rownos¢ jest prawdziwa.

Rozwigzanie




Zaktadamy, ze: cosa # 0i 1 + sina # 0.

Teraz oznaczamy strony rownania.

__ l-sina
L= cos

__ cosa
P = 1+sina

5Ali 1 qon g : _ : _ _ s 1-sinae  _cosa __
Jezeli rownoSc jest prawdziwa, to L = P, wiec L— P = 0, czyli: == Trsna =0

Bedziemy teraz przeksztatcac lewg strone wyrazenia celem sprawdzenia, czy otrzymamy
wartosc¢ zero.

Zastosujemy wzor skroconego mnozenia (a — b)(a + b) = a? — b?, ktory przygotuje nam
oba utamki do sprowadzenia ich do wspolnego mianownika.

Ze wzoru skréconego mnozenia otrzymujemy nastepujacg rOwnosc:
(1 —sina)(1+sina) =1 — sin? a.

Rownos¢ te podstawiamy do rownania wyjsciowego.

l-sina  cosa _  (l-sina)(l+sina) cosa-cosa

cosa 1+4sina —  cosa(l+sina) (1+sina)cosa
_ 1-sin’a o cos? o
~ cosa(l+sina) (14sina) cos o

sinZ a+cos? a=1
7 . 9 -~ N

1-sina—cos?a __ 1—(sin® atcos?a) 1-1 _ 0 —0

cosa(l+sina) —  cosa(l4sina) T~ cosa(l+sina) ~ cosa(l4sina) T
Poniewaz L— P = 0, to wykazali$my, ze L = P, wigc rowno$¢ 13822 — T jest
prawdziwa.
Przyktad 4

Wiedzac, ze: sina = % ia € (0, 907), obliczymy warto$¢ wyrazenia:
(1+ cosa)(1l — cosa).

Rozwigzanie

Rozwigzemy to zadanie dwoma sposobami.

I sposoéb:

Znajac warto$c¢ funkciji sinus, wyznaczymy warto$¢ funkciji cosinus.

Aby wyznaczyé wartoéé cos a, przeksztatcamy wzor sin? o + cos? a = 1 do postaci

cos’a =1—sin?a.



. . . 2 . X
Po podstawieniu sina = 3, otrzymujemy:

cos’a=1-— (%)2 =

©o|ot

Istniejg dwie liczby, ktorych kwadrat jest rowny %. To é i ,T\/g

N

Poniewaz o € (0, 907), to cosax = 3>.

Podstawiamy do wzoru wyliczong wartoS$¢ cosinusa i korzystajgc ze wzoru skroconego
mnozenia (a — b)(a + b) = a* — b, otrzymujemy:

(1+cosa)(1—cosa) = (1_ é) (1_|_ %) _
V5 )2 4
II sposdb:

Przeksztalcamy wyrazenie do prostszej postaci, wykorzystujgc wzor skroconego
mnozenia: (a — b)(a + b) = a® — b%.

2 2 2

Wzor sin? o + cos? a = 1 zapisujemy w postaci: sin? a = 1 — cos? a.

Stad

2 4

2q =sin’a = (3)2: 5

(1+cosa)(l —cosa)=1— cos
Odp.: Gdy sina = 2, warto$¢ wyrazenia (1 + cos a)(1 — cos @) wynosi 5.

Przyktad 5

tga

Udowodnimy, ze dla kazdego kata ostrego sin o - cos @ = Parl

Rozwigzanie

Bedziemy przeksztatca¢ prawg strone rownosci tak dlugo, az otrzymamy lewg strone.

_ _tga
T otg2atl

L =sina - cosa

sin «

Przeksztatcajgc prawg strone wyrazenia, wykorzystamy wzory: tg o = — =~ oraz
sin? a + cos? a = 1.
sin o sin o sin o sin o
P —_ tga — Ccos & — CoS & — CoS & — CosS & —
1+tgla 14 sinfa cos?a y sina sin? atcos’ L

2
cos a cosa  cos?a cos? a costa

__ sina | cos’ a

= e T =sina-cosa =L



To konczy dowadd.

Ciekawostka

Po raz pierwszy sinus i cosinus w znanej dzi$ formie zdefiniowat Indyjski matematyk

i astronom Aryabhata (476 - 550 r. n. e.). Inny hinduski uczony Varahamihira juz w VI
ieku n.e. uzywat wzorow, z ktorych do dzisiaj korzystamy. Sg to m.in. wzory redukcyjne

oraz tzw. jedynka trygonometryczna. Osiggnigecia Hindusow zostaty pozniej

przetlumaczone, przejete i rozszerzone przez arabskich i perskich matematykow. W X

wieku islamscy matematycy uzywali wszystkich funkciji trygonometrycznych. Abu al-Wafa
stworzyt tablice sinusa i doktadne tablice tangensa. Zauwazyl rowniez tozsamos¢, ktora jest
uzywana do dziS: sin 2z = 2 - cos x - sin z (Jagiellonski MatBlog).

Stownik
tozsamos$¢ trygonometryczna

pewna okreslona zalezno$¢ miedzy funkcjami trygonometrycznymi; kazde uzyte
w tozsamoS$ci wyrazenie musi mie¢ sens



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem prezentujagcym zastosowanie zwigzkéw miedzy funkcjami
trygonometrycznymi tego samego kata do dowodzenia tozsamosci. Udowodnij przyktadowe
tozsamosci i poréwnaj z odpowiedziami.

Film dostepny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DX6dbIJ8QY

Film nawigzujacy do tresSci materialu dotyczgcej zastosowania zwigzkow miedzy funkcjami
trygonometrycznymi tego samego kata.

Polecenie 2

Udowodnij tozsamosci:

1
cosa

a) — cosa = sina- tg a,

3
b) Losa—cos"a _ _ i .
) sin® a—sina g



https://zpe.gov.pl/a/DX6dbJ8QY

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
Woyrazenie 1 + 2 sin a cos « jest réwne:
sin 2a

(sina — cos a)?

o O O

cos 2«

O (sina + cosa)’

Cwiczenie 2

Wybierz wszystkie porpawne odpowiedzi. Wyrazenie (1 + cos a)(cos a — 1) mozemy
zapisac jako:

—sin?

cos? (% — a)

2

CcoS 2ax — COs“ «

sin? o

O 0o o d




Cwiczenie 3
Uzupetnij pola:

Wyrazenie (sin @ — cos &)” + sin 2a mozna sprowadzi¢ do liczby catkowitej réwnej

Wyrazenie (sin a 4 cos @)’ 4 (sin o — cos a)® mozna sprowadzi¢ do liczby catkowitej

rownej ‘ ’
Wyrazenie Sif% (1 — cos? :1:) mozna sprowadzi¢ do liczby catkowitej rownej
Cwiczenie 4

4 4

Woyrazenie sin® o — cos” & mozna zapisa¢ w postaci:

() 1—2cos’a

(] cos2a

(] sin’a — cos?a

(] —cos2a
Cwiczenie 5

2 2

Wyrazenie cos® o — tg2 o - cos® a mozna przeksztatci¢ do postaci:

() 1+ 2sin’a
() cosa
O 1

() cos22a



Cwiczenie 6

Potacz w pary wyrazenia rownowazne.

1 cos

sina-cosa  sina sin @
COS (¥
1—sin« tg (0%
sin o - cos? a + sin® a lisina
COS &
Cwiczenie 7
Wiedzac, ze sina = % oraza € (0°; 90°), uporzadkuj ponizsze wyrazenia w kolejnosci
malejacej.
2 3

cos”“ o — sin® «

sin « 4 1+cos
1+cos o sin

1 1
sin? o + tg? o

Cwiczenie 8

Wybierz réwnosci, ktére sg tozsamosciami trygonometrycznymi:

1-tga = cosa—sina

sin a+cos a cos sin a

COS (¢ —t a .
D sna '8 __ sina—cosa
sin a+cos a sin 2«

2
D 1 cos"a th[
sin a-cos a

@

114

O

O



Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie zwigzkoéw miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony, klasa I lub II

Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)%, (a — b)*, a2 — b2, (a + b)°, (a — b)°,
a® — b3, a" — b".

Zakres rozszerzony.

Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
3) korzysta ze wzoroéw na: a® + b3, (a + b)" i (a — b)".

VIL. Trygonometria. Zakres podstawowy.

Uczen:

sin

, < 2 2 o _
4) korzysta ze wzorow sin” a + cos* a = 1, tga = .

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

e kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:

Uczen:



e poznaje rozne zastosowania zwigzkow miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego
samego kata

» wykorzystuje poznane wzory do przeksztalcania wyrazen i dowodzenia tozsamosci

 analizuje zadania oraz wybiera najefektywniejszg metode prowadzacg do ich
rozwiazania

Strategie nauczania:

o konstruktywizm
o konektywizm

Metody i techniki nauczania:

» wykltad informacyjny
e burza mozgow
» pokaz multimedialny

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
e praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu
» projektor multimedialny
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie podajg zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi oraz wzory na
funkcje trygonometryczne katow podwojonych (zapisujg je na tablicy).

2. Uczniowie podaja wzory skréconego mnozenia i zapisuja je na tablicy.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na grupy 3-osobowe.

2. Uczniowie w grupach analizuja przyklady zawarte w sekciji ,Przeczytaj.

3. Uczniowie dyskutujg na forum klasy rozwigzania przyktadow zawartych w sekcji
LPrzeczytaj’.

4. Nauczyciel prezentuje film samouczek z metodami rozwigzywania zadan.



5. Uczniowie indywidualnie rozwigzuja ¢wiczenia interaktywne 1 - 6 z sekcji ,Sprawdz

sie”
6. Nauczyciel kontroluje prace uczniow udzielajgc im wskazowek.

Faza podsumowujaca:

1. Wybrani uczniowie prezentuja rozwigzania ¢wiczen interaktywnych 1 - 6.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnoS$¢ uczniow.

Praca domowa:
Zadaniem uczniow jest rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych 7, 8 w sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

» Sinus, cosinus i tangens kata ostrego
o Tozsamosci trygonometryczne

Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel podaje, ze materiaty zawarte w filmie samouczku uczniowie mogg wykorzystac
w przygotowaniu si¢ do lekcji. Umozliwi im to wystgpienie na zajeciach w roli ekspertow.
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