Postac¢ kanoniczna funkcji kwadratowej

« Wprowadzenie

o Przeczytaj

» Galeria zdje¢ interaktywnych
o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



W ilu réznych postaciach mozna zapisa¢ wzor funkcji wielomianowej drugiego stopnia?

Okazuje sie¢, ze wzor dowolnej funkcji kwadratowej mozna zapisywac na wiele roznych
sposobow, jednak warto przedstawia¢ funkcje mozliwie jak najproscieji do tego stuzy
wlasnie posta¢ kanoniczna.

W materiale wprowadzimy wzory, ktore pozwolg Ci oblicza¢ wspoétczynniki potrzebne do
zapisania wzoru funkcji w postaci kanonicznej. Bazujac na czesci teoretycznej oraz
omowionych przyktadach, rozwiazemy ¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

e Obliczysz wspotrzedne wierzchotka paraboli, ktora jest wykresem funkcji
kwadratowe;j.

o Zapiszesz wzor funkcji kwadratowejw postaci kanonicznej, majac dany wzor
w postaci ogolne;j.

» Zastosujesz pojecie wektora do wyznaczenia postaci kanonicznejwzoru funkciji
kwadratowe;j.

o Wykorzystasz wzor funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej do rozwigzywania
probleméw matematycznych.




Przeczytaj

W2zor funkcji kwadratowej

Posta¢ ogdlna wzoru funkcji kwadratowej

Postac

f(z) = ax® + bz +c
gdzie a,b,c € R, a # 0 oraz € R nazywamy postacig ogélna wzoru funkcji kwadratowe;j.
Wzor funkcji kwadratowej moze tez by¢ zapisany za pomocg wzoru w postaci kanoniczne;j.

Parabole, bedgca wykresem funkciji kwadratowej g okreglonej wzorem g(z) = a(z — p)° + ¢
, otrzymujemy przez przeksztalcenie paraboli, bedacej wykresem funkcji kwadratowe;j
okreslonejwzorem f(z) = ax?, gdzie a # 0, poprzez:

e przesunig¢cie wykresu o p jednostek w lewo (p < 0) lub p jednostek w prawo (p > 0)
wzdtuz osi X oraz o g jednostek w gore (g > 0) lub g jednostek w dot (¢ < 0) wzdtuz osi
Y,

 przesuniecie wykresu o wektor U= [, ql.

Przyktad 1

Parabole, bedaca wykresem funkcji kwadratowej f, okreslonej wzorem f(z) = %xz
przesunieto o 2 jednostki w prawo wzdtuz osi X oraz o 3 jednostki w dot wzdtuz osi Y
i otrzymano parabole, bedacg wykresem funkciji g. Podamy wzor tej funkcij.
Rozwigzanie:

Z tre$ci zadania wynika, ze a = %,p = 2,q = —3, zatem:

g(z) = 5(z —2)" - 3.

Posta¢ kanoniczna wzoru funkcji kwadratowej
Wprowadzmy definicje wyrdznika trojmianu kwadratowego.
Definicja: wyréznik tréjmianu kwadratowego

Dany jest trojmian kwadratowy postaci az? + bz + ¢, gdzie a, b, c € R. Wyr6znikiem
trojmianu kwadratowego nazywamy wyrazenie b?> — 4 - a - ¢ i zapisujemy jako:




| A = b — dac

Na podstawie przesuniecia paraboli, bedgcejwykresem funkcji kwadratowej okreslone;j
wzorem f (m) = ax?, gdzie a # 0 wzdtuz osi uktadu wspotrzednych, mozemy zdefiniowaé
posta¢ kanoniczng wzoru funkcji kwadratowe;.

Twierdzenie: o postaci kanonicznej wzoru funkcji kwadratowej

Wzor funkcji kwadratowej zapisany w postaci ogolnej f (ac) = az? + bz + c, gdzie

a,b,c € R oraz a # 0 mozna zapisa¢ za pomocg wzoru
f(@) = a(—p)* +q

gdzie:

P= 3

=,

A = b? — 4ac.

Dowod:

f(as) :ax2—|—bx—|—c:a-(m2+%x)+c:a-(x2—|—2-2—2m)—|—c:

a- [(a:+ %)2—411—;} +c:a-(:c+%)2—%+c:
:a-(:c—i—%f_b?—ﬂ

4a

Otrzymujemy wzor f(a:) =a-(z—p)’ + ¢ gdzie:

p - 2a !
_ =A
q 4a

Liczby p i g s3 kolejnymi wspotrzednymi wierzchotka paraboli, bedacej wykresem funkcji
kwadratowe;j.

Zauwazmy, ze jezeli w postaci ogolnej wzoru funkcji kwadratowej f(z) = az? + bz + ¢
warto$¢ wspotezynnika b = 0, to funkcja opisana wzorem f(x) = ax? + c jest zapisana za
pomoca wzoru zaré6wno w postaci ogolnej, jak i kanoniczne;j.

Przyklady wzorow funkcji kwadratowej, zapisanych w postaci zarazem ogolne;j
i kanonicznej to:

f(z) = z% -3,



g(z) = —3x% + 5,
h(z) = /52 — 1.

Zauwazmy, ze jezeli postac ogolng wzoru funkcji kwadratowej mozemy przedstawic
w postaci kwadratu sumy lub réznicy wyrazen, to taka postac jest takze postacia
kanoniczng wzoru funkcji kwadratowej. Na przyktad:

fz) =4a® —dz+ 1= (22 - 1)* = 4(z — 1)°,

g(z) = —a? + 10z — 25 = — (2% — 10z + 25) = —(z — 5)°,

h(z) = z? — 122 + 36 = (z — 6)°.

Przyktad 2

Zapiszemy wzor funkcji kwadratowej f (a:) =22+ 6w postaci kanoniczne;j.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze jezeli wykorzystamy wzor skroconego mnozenia na kwadrat sumy, to wzor
funkcji f mozemy zapisa¢ w ten sposob:

flz) =2 +6x=a22+6z+9—-9=(z+3)>—9.

Przyktad 3

Wyznaczymy posta¢ kanoniczng wzoru funkcji kwadratowej, jezeli:
a) f(z) = —42? — 2z — %,

b) g(z) = v/22% — 82z + 16v/2.

Rozwigzanie:

Wykorzystujac wzory skroconego mnozenia na kwadrat sumy oraz kwadrat roznicy,
mamy:

) f(a) = ~4a? — 3o — 4 =4+ Fo+ §) = ~4(a+ )’

b) g(z) = v22? — 8v2z + 16v/2 = \/5(3:2 — 8z + 16) = V2(z — 4)°.

Posta¢ kanoniczng wzoru funkcji kwadratowej mozemy znajdowac za pomoca podanych
wczesniej wzorow.

Przyktad 4

Zapiszemy wzor funkcji kwadratowej f(z) = 2z? — x — 1 w postaci kanoniczne;.


javascript:void(0);
javascript:void(0);

Rozwiazanie:

Wypisujemy warto$ci wspotczynnikow: a = 2,b = —1, ¢ = —1, a nast¢pnie obliczamy:

1

2-2

b

N[

p
A=(-17—-4-2-(-1)=1+8=09,
_ -9 _ 9
9= 72 =~ %"
Obliczone wartosci podstawiamy do wzoru na posta¢ kanoniczng funkciji:
2
f@)=2(z- 1) - %
Przyktad 5

Wykres funkcji kwadratowej f okreslonejwzorem f (:c) = —3z? przesunieto o wektor

—
AB, gdzie A = (—2,4) i B = (1,5). Otrzymano w ten sposob wykres pewnej funkciji
kwadratowej g, ktorej posta¢ kanoniczng wyznaczymy.

Rozwigzanie:

Wprowadzmy nastepujgce oznaczenie:

g(z) = a(x — p)? + q - wzor funkcji g w postaci kanonicznej (wykresem tej funkcji jest
—

parabola uzyskana w wyniku przesuniecia wykresu funkcji f jest o wektor AB).

—
Woéwczas AB = [p, q] oraza = —3.

o
Wyznaczymy wspotrzedne wektora AB.

Zatem:

—

AB=[1—(~2),5—4] = 3,1]

Wobec tego funkcja g jest okreélona wzorem g(z) = —3(z — 3)% + 1.
Przyktad 6

Wyznaczymy wspotrzedne wektora, o jaki nalezy przesung¢ parabole, bedacg wykresem
funkcji kwadratowej f okreslonejwzorem f (:c) = 2 tak, aby otrzymaé parabole, do
ktorej nalezg punkty o wspoirzednych (—3,0) oraz (0, 3).

Rozwigzanie:

Wprowadzmy nastepujgce oznaczenia:



[p, q] - wspotrzedne wektora, o jaki nalezy przesuna¢ wykres funkcji f

g(z) = (z — p)* + ¢ - wzor funkcji powstatej po przesunieciu paraboli, bedacej
wykresem funkcji f o wektor o wspotrzednych [p, g]

Poniewaz punkty o wspotrzednych (—3, 0) oraz (0, 3) naleza do paraboli, bedacej
wykresem funkciji g, zatem do wyznaczenia warto$ci p i g rozwigzujemy uktad rownan:

{0=(—3—p)2+q
3=(0-p)?+gq

(-3-p)°+g=(0-p)?*+qg-3
(-3-p)"=p"-3

9+ 6p+p* =p*—3
9+6p=-3

p=—2

Wobec tego g = —(—3 + 2)? = —1.

Szukany wektor ma wspotrzedne [—2, —1].

Stownik
wzor funkcji kwadratowej w postaci ogolnej
f(z) = ax® +bx +c
gdzie:
a,b,c € Roraza # 0

wzor funkcji kwadratowej w postaci kanonicznej

f(z) = a(z —p)* +q

gdzie
_ b
b 2a
_ =A
9= g >




Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z galerig zdje¢ interaktywnych, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Polecenie 2
Przedstaw wzory podanych funkcji kwadratowych w postaci kanonicznej.
a) f(z) = x? + 4z

b) f(z) =x®+z—1

of(zx)=22>—z—6



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Zaznacz wtasciwg odpowiedz. Postacig kanoniczng wzoru funkcji kwadratowej
f(z) = —2x? — 8z — 12 jest:

O flz)=—-2(z—2)*+4
O flz)=2@=z—2)*+4

O flz)=—-2(x+2)?>—4
Cwiczenie 2 ®
Dobierz posta¢ kanoniczng wzoru funkcji kwadratowej do odpowiadajacej jej postaci ogdlnej.

flz) = —x% + 2z — 1, f(z) = 322 + 12z + 2, f(x) = —3x? + 18z — 28,
f(z) = —22 — 10z — 27, f(z) = —(z — 5)* + 2, f(z) = 3(z — 2)* + 10

Wzér funkcji kwadratowej Wzor funkcji kwadratowej
w postaci ogdlnej w postaci kanonicznej

f(z) = -2 +2x -1

f(z) =322 + 122 + 2

f(z) = —3z% 4+ 18z — 28

f(z) = —2? — 10z — 27




Cwiczenie 3 ¢
Dana jest funkcja kwadratowa okre$lona wzorem f(x) = —3z% + 122 — 14. Wskaz, ktére
wartosci potrzebne do wzoru w postaci kanonicznej zostaty obliczone prawidtowo.

0O 0O O
i
|

(] ¢g=24

Cwiczenie 4

Przyporzadkuj wartosci potrzebne do wyznaczenia wzoru funkcji kwadratowej f w postaci
kanonicznej, jezeli dany jest wzor tej funkcji w postaci ogdlnej.

f(z) = —5z* — 20z — 19

[a=5][a=—2][rp=-2]

[a=—5][r=3][4=1]

f(x) = 5z* — 30z + 43

Cwiczenie 5
Potacz w pary wzér funkcji kwadratowej f w postaci ogélnej z odpowiadajacym mu wzorem
w postaci kanoniczne;.

flz) = =222 — 122 — 24 flz) = —2(x—1)> -1
f(z) =222 + 8z + 2 flz) = —2(x+3)° -6
flz) =222 — 42 — 2 flz) =2(zx—1)>—4

f(z) = —222 + 4z — 3 flz) =2(x+2)* -6



Cwiczenie 6
Wstaw w tekst odpowiednie liczby.

Dana jest funkcja kwadratowa okreslona wzorem f(z) = —v/22? + 4. Wtedy wartosci

podanych liczb wynosza:

______________

22 [ -vel[va][ave)

Cwiczenie 7
Uzupetnij tekst odpowiednimi liczbami.

Dana jest funkcja okreslona wzorem w postaci ogolnej.
Podaj wartosci wspoétczynnikéw potrzebnych do zapisania wzoru w postaci kanonicznej.

a) f(z) = —4z® + 24z — 38.

a= |

r
1

a= |

r
1




Cwiczenie 8

Rozwiaz krzyzowke.

1. Obliczamy go ze wzoru b* — 4ac.
2. Punkt nalezacy do paraboli, ktéry ma wspotrzedne (p, q).
3. Intuicyjnie rozumiany jako zestaw liczb.

4. W kazdej paraboli sa skierowane do gory lub do dotu.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Posta¢ kanoniczna funkcji kwadratowej

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

8) interpretuje wspotczynniki wystepujace we wzorze funkcji kwadratowej w postaci ogdlnej,
kanonicznej i iloczynowej (jesli istnieje);

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje cyfrowe;

« kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

» oblicza wspotrzedne punktu, ktory jest wierzchotkiem paraboli, bedacej wykresem
funkcji kwadratowe;j;

 zapisuje wzor funkcji kwadratowejw postaci kanonicznej, majgc dany wzor w postaci
ogolne;j;

 stosuje pojecie wektora do wyznaczenia postaci kanonicznejwzoru funkciji
kwadratowej;

» wykorzystuje wzor funkcji kwadratowejw postaci kanonicznej do rozwigzywania
zadan.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



dyskusija;

drzewo pomystow;

liga zadaniowa;

burza mozgow.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;
o komputery z dostepem do internetu dla uczniow.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel okresla temat lekcji: ,Posta¢ kanoniczna funkcji kwadratowej” oraz cele,
wybrana osoba formutuje kryteria sukcesu.

2. Uczniowie metodg burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach zapoznajq si¢ z przyktadami zawartymi w sekcji ,Przeczytaj”. Ich
zadaniem jest najpierw rozwigzanie danego przyktadu, a nastepnie poréwnanie jego
rozwigzania. Grupy tworzg drzewa pomystow, na ktorych umieszczajg sposoby
wyznaczania postaci kanonicznej funkcji kwadratowej. Po prezentacji prac grup
powstaje jedno, wspolne dla catej klasy, drzewo pomystow.

2. Uczniowie indywidualnie analizujg materiat z sekcji ,Galeria zdje¢ interaktywnych”
Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci, ktore pojawily sie¢ po zapoznaniu si¢
z materiatem.

3. Uczniowie w kolejnym kroku rozwigzujg samodzielnie ¢wiczenia nr 1i 2 z sekcii
»Sprawdz sie”. Po ustalonym czasie wybrani uczniowie przedstawiajg rozwigzania.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacije,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

4. Kolejny etap, to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja zadania na forum klasy.

5. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Wyniki pracy
komentowane s3 przez nauczyciela po ich zakonczeniu.



Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”
2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniéw o rozwiniecie zdania: Na dzisiejszych
zajeciach nauczytam/nauczytem sie...

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 7i 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwigzuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.

Materialy pomocnicze:

e Zaleznos¢ miedzy wartosciami wspotczynnikow wystepujacych we wzorach funkcji
kwadratowej zapisanejw postaci ogolneji kanonicznej

Wskazowki metodyczne:

o Nauczyciel moze wykorzysta¢ materiat w sekciji ,Galeria zdje¢ interaktywnych” do
pracy przed lekcja. Uczniowie zapoznajg si¢ z jego trescig i przygotowuja do pracy na
zajeciach tak, aby rozwigza¢ samodzielnie zadania dotyczace wzoru funkciji
kwadratowejw postaci kanoniczne;j.

o ,Galerie zdje¢ interaktywnych” mozna wykorzysta¢ do utrwalenia wiadomosci
dotyczacych zastosowania wzorow skroconego mnozenia.
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