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Prostopadtosé wykresow funkcji liniowych

Zrédto: Daniel Clay, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

W materiale szczegolng uwage zwrocimy na to, w jakim przypadku proste, bedace
wykresami funkcji liniowych sg prostopadte. Okreslimy zalezno$¢ pomiedzy
wspotczynnikami wystepujacymi we wzorach tych funkcji. Bazujgc na wiedzy teoretycznej
oraz omowionych przykladach, rozwigzemy ¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

o Okreslisz warunek, jaki muszg spetnia¢ wzory funkciji liniowych, aby proste, bedace
wykresami tych funkcji byty prostopadte.

» Wskazesz na podstawie wzorow funkcii liniowych te, ktorych wykresy s prostymi
prostopadtymi.

» Zastosujesz warunek prostopadtosci prostych, bedacych wykresami funkcii

liniowych, do rozwigzywania probleméw matematycznych.



Przeczytaj

Juz wiesz

Funkcje okreslong wzorem f(z) = ax + b, gdzie a, b € R nazywamy funkcja liniowa.

Wykresem funkcji liniowej jest prosta.

Liczbe a wystepujaca we wzorze funkciji liniowej nazywamy wspotczynnikiem
kierunkowym.

Twierdzenie: prostopadtos¢ wykreséw funkcji liniowych

Proste, bedace wykresami funkcji liniowych okreslonych wzorami f(x) = ajz + by oraz
g9(x) = asx + by s3 prostopadte, gdy zachodzi warunek:

al-a2:—1

Powyzsze twierdzenie jest rownowazne temu, Ze proste opisane rOwnaniami
y=aj -+ b orazy = ay - * + be, ktore sg wykresami funkciji liniowych, sg prostopadte,
gdy ich wspoétczynniki kierunkowe s3 liczbami przeciwnymi i odwrotnymi.
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Wazne!

Proste, bedgce wykresami funkciji liniowych okreslonych wzorami f;(x) = by oraz
fa(x) = by, gdzie by, by € R, sg zawsze prostopadte do osi Y uktadu wspotrzednych.
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Nie istnieje funkcja liniowa, ktorej wykres jest prostg prostopadig do prostej, bedace;j
wykresem funkciji liniowej okre$lonejwzorem f(z) = b, gdzie b € R.

Przyktad 1

Na rysunku przedstawiono proste, bedace wykresami funkc;ji liniowych, ktore sg
prostopadte. Wyznaczymy wzory tych funkciji.
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Rozwigzanie:



Do prostej, bedacej wykresem funkcji liniowej f nalezg punkty o wspétrzednych (0, 3)
oraz (5,2).

Jezeli f(xz) = ax + b, to do wyznaczenia wartosci a i b rozwigzujemy uktad réwnan:

3=a-0+b
2=a-5+0b
Wobec tego a = —% oraz b = 3.
Funkcja f jest okreslona wzorem f(z) = —+z + 3.

Proste, bedace wykresami funkcji f i g sg prostopadle, zatem funkcje g zapisujemy
wzorem g(z) = bz + b.

Poniewaz prosta, bedgca wykresem tej funkcji przecina o$ rzednych w punkcie (0, —2),
zatem b = —2.

Funkcja g jest okreslona wzorem g(x) = 5x — 2.

Przyktad 2

Dane s3 funkcje liniowe okreslone wzorami: fi(z) = 2 — 2, fa(z) = +z + 1,
f3(x) = §z =3, fa(z) = ~4,52 + 1, fs(z) = —3z + 1, fo(x) = —F + 2.

Wypiszemy pary funkciji liniowych, ktorych wykresy sg prostymi prostopadtymi.
Rozwiazanie:

Funkcje liniowe, ktorych wykresy sa prostymi prostopadtymi: f; i fg, foi f5, f3 i fa.
Przyktad 3

Wyznaczymy wzor funkciji liniowej g, ktorej wykres jest prosta prostopadta do proste;j,
bedacej wykresem funkcji okreslonejwzorem f(z) = —3x — 1, a do wykresu funkciji g
nalezy punkt o wspotrzednych (1, —3).

Rozwigzanie:
Okreélimy funkcje g wzorem g(z) = azx + b.

Poniewaz prosta, bedaca wykresem funkcji g jest prostopadta do prostej, bedace;j

wykresem funkcji f,toa = %

Wzor funkcji g zapisujemy w postaci g(z) = +z + b.

Poniewaz punkt o wspotrzednych (1, —3) nalezy do wykresu tej funkciji, zatem do
wyznaczenia wartosci b rozwigzujemy rownanie:



-3 = % -1 4 b, wobec tego b = —%.

Funkcja g jest okrelona wzorem g(z) = 5z — 3.
Przyktad 4

Okreslimy, dla jakiej warto$ci parametru m proste, bedgce wykresami funkcii
okreslonych wzorami f(z) = —2z + 4 oraz g(z) = (+m + 3)z — 1 s3 prostopadte.

Rozwigzanie:

Wiadomo, ze proste, bedace wykresami funkcji liniowych to proste prostopadte, gdy
wspolczynniki a w ich wzorach sg liczbami przeciwnymi i odwrotnymi:
Zatem do wyznaczenia wartoSci parametru m rozwigzujemy rownanie:

1

sm+3 = %,wobec tegom = —5.

Przyktad 5

Proste, bedace wykresami funkciji f, g, k, k na ponizszym rysunku przeciely sie
w punktach A, B, C'i D i utworzyly prostokat ABCD.

Wyznaczymy wzory tych funkciji.
Rozwigzanie:

Wyznaczymy wzor funkcji f.


javascript:void(0);

Niech f(z) = ax + b.

Z wykresu tej funkcji mozemy odczytac, ze nalezg do niego punkty o wspotrzednych
(—1,—3) oraz (0, —6).

Zatem do wyznaczenia warto$ci a i b rozwigzujemy uklad réwnan:

—6=a-0+0
—3=a-(-1)+b
Zatema = —3 oraz b = —6.
Funkcja f wyraza sie wzorem f(x) = —3z — 6.

Wyznaczymy wzor funkciji h.

Niech h(z) = az + b.

Proste, bedgce wykresami funkcji fi h sq prostopadie, zatem a = %
Wobec tego h(z) = +z + b.

Do wykresu tej funkcji nalezy punkt o wspotrzednych (3, —1), zatem do wyznaczenia b
rozwigzujemy rownanie:

~1 =+ -3+ b, wobec tegob = —2.

Funkcja h wyraza si¢ wzorem h(z) = zz — 2.

Wyznaczymy wzor funkciji g.

Niech g(z) = ax + b.

Proste, bedgce wykresami funkcji g i h sa prostopadte, zatem a = —3.

Wzor funkcji zapisujemy w postaci g(x) = —3x + b.

Poniewaz do wykresu funkcji g nalezy punkt o wspotrzednych (2, —3), zatem do
wyznaczenia warto$ci b rozwigzujemy rownanie:

—3 =—-3-2+ b, wobec tego b = 3.

Funkcja g wyraza sie wzorem g(z) = —3z + 3.
Wyznaczymy wzor funkciji &.

Niech k(z) = az + b.

Proste, bedace wykresami funkcji gi k sg prostopadte, zatem a = %



Wzor funkcji zapisujemy w postaci k(z) = 5z + b.

Poniewaz do wykresu funkcji g nalezy punkt o wspotrzednych (3, 3), zatem do
wyznaczenia warto$ci b rozwigzujemy rownanie:

3= % -3 + b, wobec tego b = 2.
Funkcja k wyraza sie wzorem k(z) = z + 2.
Przyktad 6

Wykazemy, ze jesli proste, bedgce wykresami funkcji liniowych f i g okre$lonych
wzorami f(x) = ax oraz g(x) = —ax sg prostymi prostopadtymi,toa = 1luba = —1.

Rozwigzanie:

Wiadomo, ze proste, ktore sg wykresami funkcji liniowych, sa prostopadte, gdy ich
wspotczynniki kierunkowe sg liczbami przeciwnymi i odwrotnymi.

Zauwazmy, ze wspotczynniki liniowe prostych bedacych wykresami funkciji liniowych f i
g wynoszg odpowiednio: a oraz —a.

Z warunku prostopadtosci tych prostych uktadamy i rozwigzujemy réwnanie:

Zatema = 1luba = —1.

Stownik
proste prostopadte

wykresy funkcji liniowych, okreslonych wzorami, w ktorych wspotczynniki kierunkowe
sg liczbami przeciwnymi i odwrotnymi



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Uruchom symulacje interaktywna, a nastepnie zwrd¢ uwage na wartosci wspotczynnikow
kierunkowych we wzorach funkcji f i g oraz potozenie prostych, ktére sa wykresami tych
funkciji.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DrpLa28If

Polecenie 2

Dane s3 wzory funkcji liniowych fi g. Wstaw takie liczby, aby proste, ktére sa wykresami tych
funkcji byty prostopadte.

a)f(x):\/gzc—lig(w): 77777777777777 .9
b) f(=) = @w +4ig(x) :x 6
Of(@) = de—12igx) = @
d)f(z) =4z —ligl) = s

..............



https://zpe.gov.pl/a/DrpLa28If




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

f(z) = vV2z — 2

f(z) =0,8z —3

f(@) = Pz -4

f(z) = —z +2
Cwiczenie 2

Pogrupuj elementy, zgodnie z podanym opisem.

Pary wzorow funkgji liniowych, ktérych wykresy sa

Potacz w pary wzory funkcji linowych, ktérych wykresy sg prostymi prostopadtymi.

g(z) = —Fz +1

g(z) = Pz +3

prostymi prostopadtymi:

Pary wzorow funkgji liniowych, ktérych wykresy nie sa

prostymi prostopadtymi:

f(z) = (\/5—2)x+1|
g9(x) = \/§1+22E—3
flz) = gz +5i
g(x) =3z —5

f(z) =5z —10]
g(x =—%m—|—10
f(z) = —0,1z — 1i
g(x) = —10z — 10
f(z) = —2x + 8i
g(z) =0,5z + 3
f(x) =4z —1i




Cwiczenie 3

Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

YA

D Proste, przedstawione na rysunku, bedace wykresami funkcji liniowych nie sg
prostopadte.

0 Proste, przedstawione na rysunku, bedace wykresami funkcji liniowych sg
prostopadte.

(] Wspdtczynniki kierunkowe we wzorze kazdej z tych funkcji s takie same.

(] lloczyn wspotczynnikéw kierunkowych ze wzoréw tych funkcji jest rowny (—1).



Cwiczenie 4

Dane sa funkcje okreslone wzorami f(z) = (—m — )z — 2 oraz g(z) = 1. Proste, bedace

wykresami tych funkcji liniowych:

2
(O saprostopadte, gdy m = 5

4
() sa prostopadte, gdy m = ey

() nie sa prostopadte

Cwiczenie 5
Wstaw w tekst odpowiednie liczby.

Jezeli proste, bedace wykresami funkcji okreslonych wzorami f(a:) = —%mm oraz
9(x) = %:1: + 1 sa prostopadte, to m :
Jezeli proste, bedace wykresami funkcji okreslonych wzorami f(a:) = —x + 3 oraz

..............




Cwiczenie 6

Na rysunku przedstawiono proste prostopadte, bedgce wykresami funkcji liniowych
okreslonych wzorami f(z) = ajz + by oraz g(x) = asx + by. Uzupetnij tekst odpowiednimi
liczbami.

N

=5

Wartosci wspoétczynnikéw we wzorach funkcji wynoszg odpowiednio:

a; — ’

= r

a9 — ’

by = |

Cwiczenie 7 @

Wyznacz wzdr funkcji liniowej g, jezeli wiadomo, ze do wykresu tej funkcji nalezy punkt
o wspétrzednych (2, —1) oraz prosta, bedaca wykresem tej funkgji jest prostopadta do prostej
bedacej wykresem funkcji liniowej okreslonej wzorem f(x) = —bx + 4.

Cwiczenie 8 @

Okresl, dla jakiej wartosci parametru m proste, bedgce wykresami funkcji liniowych zadanych
wzorami f(z) = (—+m + 2)z + 1 oraz g(z) = —5z + 1 sa prostopadte.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Prostopadlo$¢é wykresow funkcji liniowych

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

5) interpretuje wspotczynniki wystepujgce we wzorze funkcji liniowej;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

» okresla warunek, jaki muszg spetnia¢ wzory funkciji liniowych, aby proste, bedace
wykresami tych funkcji byty prostopadte;

» wskazuje na podstawie wzorow funkciji liniowych te, ktorych wykresy sa prostymi
prostopadiymi;

e wyznacza wartosci parametrow we wzorach funkciji liniowych, dla ktorych proste,
bedace wykresami tych funkcji sg prostopadte;

» wykorzystuje warunek prostopadtosci prostych, bedgcych wykresami funkciji liniowych
do rozwigzywania problemow matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;



metoda kota i myszy;
liga zadaniowa.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;
komputery z dostepem do internetu dla uczniow.

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1. Przedstawienie tematu zajec¢: ,,Prostopadtos¢ wykresow funkciji liniowych” oraz

wspolne z uczniami ustalenie kryteriow sukcesu.

2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworzg pytania dotyczace tematu zaje¢, na

ktore odpowiedzg w trakcie lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznaja si¢ z trescig w sekcji ,Przeczytaj” i zapisuja

w zeszycie minimum dwa pytania. Nastepnie nauczyciel dzieli uczniéw na dwie grupy.
Grupy na przemian zadajg przygotowane wczesniej pytania grupie przeciwnej, ktora
udziela odpowiedzi. Nauczyciel wyjasnia watpliwosci.

. Uczniowie zapoznaja si¢ z materialem w sekcji ,Symulacja interaktywna” i zapisuja

ewentualne problemy z jego zrozumieniem. Nastepnie dzielg si¢ na grupy i ponownie
analizuja jego tres¢, wspolnie wyjasniajgc zaistniate watpliwosci.

. Uczniowie wykonuja pierwsze dwa ¢wiczenia interaktywne z sekcji ,Sprawdz si¢”

metoda kota i myszy. Mysz stara si¢ jak najlepiej rozwigza¢ zadania, a kot sprawdza ich
poprawnosc¢. Po 2 nieudanych probach kot ,lapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby gra
toczyla si¢ dalej - role uczniow odwracajg si¢ i mysz staje si¢ kotem - procedura si¢
powtarza.

. Kolejne ¢wiczenia nr 3,4 i 5 uczniowie wykonuja w parach. Nastepnie konsultujg swoje

rozwiazania z inng parg uczniow i ustalajg wlasciwe rozwigzanie.

. Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8. Nastepnie konsultuja swoje

rozwigzania z innym uczniem i omawiaja rozwigzania z calg klasg.

Faza podsumowujaca:



1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac si¢ do wySwietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji
~Wprowadzenie”

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowujg zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze:
» Proste rownolegle, proste prostopadte
Wskazowki metodyczne:

o Material w sekc;ji ,Symulacja interaktywna” mozna wykorzystac¢ jako zadanie domowe
dotyczgce analizy problemu w zakresie badania prostopadtosci prostych, bedgcych
wykresami funkgciji liniowych.

» ,Symulacje interaktywng” mozna wykorzysta¢ do okreslania wzajemnego potozenia
prostych, bedacych wykresami funkcji liniowych.
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