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/bior wartosci funkeji kwadratowe]

Wprowadzenie

Przeczytaj

Animacja

Sprawdz sie
Dla nauczyciela



Kazda funkcja, w tym dowolna funkcja kwadratowa, posiada dziedzing i zbior wartosci,

ktore pozwalajg okresli¢ jej wlasnosci. Wyznaczanie zbioru warto$ci funkcji kwadratowe;j
znajduje szerokie zastosowanie w rozwigzywaniu roznych probleméw matematycznych.

Twoje cele

o Okreslisz zbior wartosci dowolnej funkcji kwadratowej na podstawie jej wzoru lub
wykresu.
» Ustalisz, od czego zalezy zbior warto$ci funkcji kwadratowe;.

o Wyznaczysz wzor funkcji kwadratowej majac informacje o jej zbiorze wartosci.



Przeczytaj

Zbiorem wartosci dowolnej funkcji liczbowej jest zbior wszystkich tych liczb, ktore sa
wartoSciami funkcji dla wszystkich jej argumentow.

Wazne!

Intuicyjnie zbior wartosci funkcji okreslamy jako zbior tych liczb, ktore otrzymujemy
poprzez podstawienie do wzoru funkcji wszystkich elementow z dziedziny tej funkcii.

Znajgc wspotrzedne wierzchotka W = (p, q) paraboli, ktora jest wykresem funkciji
kwadratowej oraz warto$¢ wspotczynnika a mozemy wyznaczy¢ zbior wartosci
funkcji kwadratowej f(z) = az?® + bz + c:

e dlaa > 0 (ramiona paraboli skierowane sg w gore) oraz q = %, zbiorem wartos$ci
funkcji kwadratowej f(z) = ax? + bx + c jest przedziat (g, 00), funkcja osigga woéwczas
warto$¢ najmniejsza w wierzchotku W = (p, q);

e dlaa < 0 (ramiona paraboli skierowane sq w dot) oraz g = %, zbiorem wartosci
funkcji kwadratowej f(z) = ax? + bz + cjest przedziat (—oo, q), funkcja osiaga
wowczas warto$¢ najwieksza w wierzchotku W = (p, g).

Przyktad 1
Wyznaczmy zbior wartosci funkcji f(z) = —3z? + z + 4.
W tym celu odczytujemy warto$¢ wspotczynnika a, obliczamy A oraz q.

Otrzymujemy, ze a = —3oraz A =12 —4 - (—3) -4 =1+ 48 = 49.

—49 49 _ 49
4(-3) — —12 T 12

Zatem q =

Poniewaz a < 0 oraz ¢ = 43, zatem zbiorem wartosci funkcji f(z) jest przedziat

(o0, 33)-

Jezeli funkcja kwadratowa jest przedstawiona w postaci kanonicznej tj.
f(z) = a(z — p)* + ¢, wowczas jej zbior wartoéci mozemy wyznaczyé bez wykonywania
obliczen.

Przyktad 2

Wyznaczmy zbidr wartoéci funkcji kwadratowej f(z) = 2(z — 1)* — 12.
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Poniewaz a = 2iq = —12, zatem zbiorem warto$ci funkcji f(x) jest przedziat (—12, c0).
Wazne!

Jezeli pierwszg wspotrzedng wierzchotka paraboli jest p, to warto$¢ drugiej wspoirzedne;j
g mozna obliczy¢ z zaleznosci f(p) = q.

Przyktad 3

Wyznaczmy zbior wartosci funkciji, ktorej wykres przedstawiono ponize;.
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Odczytujemy, ze zbiorem wartosci funkcji jest przedziat (—oo, 5).
Przyktad 4

Wyznaczmy zbior wartoéci funkcji kwadratowej f(z) = —z* + 2z — 1.

Obliczamy p = 2_(__21) = :—% =1lorazqg= f(1)=-1*+2-1-1=0.
Poniewaz a < 0 oraz ¢ = 0, zatem zbiorem warto$ci tej funkcii jest przedziat (—oo, 0).
Przyktad 5

Wyznaczmy zbiér wartosci funkcji f(z) = 3z* — 6z + 5, jezeli jej dziedzing jest
przedziat (—1,4).

W tym celu obliczamy wartosci funkcji na koncach podanego przedzialu. Otrzymujemy

F(-1)=3-(=1)2=6-(-1)+5=3+6+5= 14,



f4)=3-4>-6-4+5=48—24+5 =29,

Nastepnie obliczamy wspolrzedng p wierzchotka paraboli, bedgcej wykresem funkcii.
Otrzymujemy
6

— 6 _
p=s33=35=1

Poniewazp = 1 € (—1, 4), wigc wyznaczamy warto$¢
q=f(p)=3-1"-6-1+5=3—-6+5=2.

Najmniejszg wartoscig tej funkcji w podanym przedziale jest 2, a najwigksza 29, zatem
zbiorem wartoSci jest przedziat (2, 29).

Wyznaczenie zbioru wartosci funkcji kwadratowej pozwala na rozwigzywanie bardziej
ztozonych probleméw matematycznych.

Przyktad 6

Wyznaczymy, dla jakiej wartoéci parametru a zbiorem wartosci funkcji f(z) = 222 + a
jest przedziat (3, 00).

Poniewaz wspotczynnik przy najwyzszej potedze jest wiekszy od zera, zatem zbiorem
wartos$ci tej funkciji jest przedziat (a, 00).

Stad otrzymujemy, ze a = 3.
Przyktad 7

Ile liczb catkowitych ujemnych nalezy do zbioru wartosci funkcji okreslonej wzorem
f(z) = 22 — 4z — 2?

A - ((—4)2—4-2-(—2))

Obliczamy wartos¢ ¢ = =~ = 13 = —52 = 4.

Poniewaz a > 0 oraz ¢ = —4, wiec zbiorem warto$ci funkcji f(x) jest przedziat (—4, o).
Do przedziatu (—4, 0o) nalezg 4 liczby catkowite ujemne (—4), (—3), (—2), (—1).
Przyktad 8

Wyznaczymy wzor funkcji kwadratowej f, jezeli wiadomo, Ze zbiorem wartoSci tej
funkciji jest przedziat (—oo, —3), osig symetrii paraboli, bedacej wykresem tej funkcii, jest

prosta o rownaniu « = —2 i do wykresu nalezy punkt o wspétrzednych (0, —7).
Poniewaz osig symetrii paraboli, ktora jest wykresem tej funkcji jest prosta x = —2, zatem
p=—2

Jezeli zbiorem wartoéci funkcji kwadratowej jest przedziat (—oo, —3),to ¢ = —3.
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Wzor funkcji mozemy zapisa¢ w postaci kanonicznej f(z) = a(z + 2)* — 3.

Poniewaz punkt o wspotrzednych (0, —7) nalezy do wykresu tej funkcji, zatem do
wyznaczenia wartosci wspotczynnika a rozwigzujemy rownanie

—7=ua-(0+2)>—3,czylia =—1.

Wzor funkciji zapisujemy w postaci f(z) = —(z 4 2)* — 3.

Stownik

zbiér wartosci funkcji

zbior wszystkich tych liczb, ktére mozna otrzyma¢ w wyniku obliczenia wartosci funkcji
dla wszystkich jej argumentow



Animacja

Polecenie 1

Obejrzyj animacje, a nastepnie wykonaj polecenie.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DfthFgXtK

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcego zbioru wartosci funkcji kwadratowe;.

Polecenie 2

Na podstawie animacji wyznacz zbiér wartosci funkcji kwadratowej opisanej wzorem:

a)f(z) =3-(z+3)(z—2)

b) f(z) = -2 (x —2)*+3


https://zpe.gov.pl/a/DfthFqXtK

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Na ponizszym rysunku przedstawiono parabole.
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Cwiczenie 2

Dana jest funkcja kwadratowa f(z) = 2? — 2z — 8. Wspdtczynnik a wynosi

Zbiorem wartosci funkcji kwadratowej przedstawionej na wykresie jest przedziat:

’, wyréznik‘ ’, a wartosc¢ q réwna sie‘

’. Zatem

zbiorem wartosci tej funkcji jest przedziat <‘ ’oo)




Cwiczenie 3

Dopasuj wzér funkcji kwadratowej do odpowiadajacego funkcji zbioru wartosci:

f(z) = —x* -2z +4 (—o0, +5)
flz) =22 — 4z +6 (2, 00)
f(z) = 32% — 30z + 75 (0, 00)
f(z) = —z% — 6z — 10 (—o0, —1)
Cwiczenie 4

Wiadomo, ze do zbioru wartosci funkcji f(z) = 2z — a naleza liczby ujemne. Zatem
parametr a moze by¢ réwny:
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Cwiczenie 5

Pogrupuj zgodnie z opisem.

Funkcje kwadratowe, ktére przyjmuja tylko wartosci

ujemne:
: f(x):—:n2—|—4m—5’
f(z) =x2*+4x+ 6 ’
f(z) = 2* +6x + 10 ’
Funkcje kwadratowe, ktére przyjmuja tylko wartosci f(z) = 22 1+ 10z + 30 ’
dodatnie:
flz) = —2*—6
f(z) = —2*> -2z — 4 ’

Cwiczenie 6

Przedziat (—3, 0o) jest zbiorem wartosci funkcji:

O flx)=—-2*+2x—4

O f(r) =222 +4z+5

O flz)=2*>+4z+1
Cwiczenie 7
Wstaw w tekst odpowiednie wartosci:

Dana jest funkcja kwadratowa f(z) = 222 + bz — 4. Jezeli wspétrzedna p wierzchotka

12 (2] 8]




Cwiczenie 8

Zbiorem wartosci funkcji f(z) = 2(x + 3)(x — 1) jest przedziat:

O (=00, -8)

O (8,0)

O <—8,00)



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zbior wartosSci funkcji kwadratowej

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

4) odczytuje z wykresu funkcji: dziedzine, zbidr wartosci, miejsca zerowe, przedziaty
monotonicznosci, przedziaty, w ktérych funkcja przyjmuje wartosci wieksze (nie mniejsze) lub
mniejsze (nie wieksze) od danej liczby, najwieksze i najmniejsze wartosci funkcji (o ile istniejg)
w danym przedziale domknietym oraz argumenty, dla ktérych wartosci najwieksze i najmniejsze
sg przez funkcje przyjmowane;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

» opisuje od czego zalezy zbior wartosci funkcji kwadratowe;j;

» wyznacza zbior wartosci dowolnej funkcji kwadratowej na podstawie wzoru lub
wykresu;

 analizuje i sprawdza, ile liczb spelniajagcych podany warunek nalezy do zbioru wartosci
funkcji kwadratowe;j.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.



Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
 liga zadaniowa.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;
o komputery z dostepem do internetu dla uczniow.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

Uczniowie przypominajg znane im wiadomosci o funkcji kwadratowej. Rysuja na tablicy
kilka wykresow funkcji kwadratoweji omawiajg jej wtasnosci.

Nauczyciel podaje temat i cele lekcii.
Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w 4-osobowych grupach zapoznaja si¢ z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”
Analizujg przedstawione przyktady i notujg pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na
forum klasy. Odpowiadajg na nie uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia
ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie zapoznajg si¢ z trescia z sekcji ,Animacja”. Zapisujg ewentualne pytania
dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja, w trakcie ktorej
nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy materiatu.

3. Uczniowie w kolejnym kroku rozwigzujg ¢wiczenia numer 1i 2 w sekcji ,,Sprawdz sie”
Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani uczniowie
przedstawiaja odpowiedzi, a reszta klasy wspolnie ustosunkowuje sie¢ do nich.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

4. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja zadania na forum klasy.

5. Uczniowie indywidualnie wykonuja ¢wiczenia nr 6-8, ale nastepnie konsultuja swoje
rozwiazania z innym uczniem i zapisuja na kartce problemy, ktére mieli podczas ich
wykonywania.



Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”
2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekcji: ,,Zbior wartosci funkcji kwadratowej”
i inicjuje krotka rozmowe na temat kryteriow sukcesu. Czego si¢ uczniowie nauczyli?
Na koniec prosi chetnego ucznia o podsumowanie i - jesli to potrzebne - uzupetnia
informacije.

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnuja wyniki.

Materialy pomocnicze
» Wykres funkcji kwadratowej zapisanej wzorem w postaci kanonicznej
» Wspolrzedne wierzchotka paraboli

Wskazowki metodyczne:

o Materiat w sekcji ,Animacja” mozna potraktowac jako zadanie domowe dotyczace
analizy problemu zwigzanego ze zbiorem wartosci funkcji kwadratowe;j.

» Animacj¢ mozna wykorzysta¢ na lekcji poSwieconej odczytywaniu wlasnosci funkcji
kwadratowej z wykresu.


https://epodreczniki.pl/a/wykres-funkcji-kwadratowej-zapisanej-wzorem-w-postaci-kanonicznej-wykres-funkcji-kwadratowej-zapisanej-wzorem-w-postaci-ogolnej/DPHMxXnyW
https://epodreczniki.pl/a/wspolrzedne-wierzcholka-paraboli/DZajTVh6M

