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Zrédto: Nick Hillier, dostepny w internecie: unsplash.com, domena publiczna.

Jezeli mamy dodac lub odjg¢ utamki zwykte, sprowadzamy je na poczatku do wspolnego
mianownika. Przy utamkach algebraicznych bedziemy postepowac¢ podobnie.

Aby opanowac materiat z biezacego materiatlu, potrzebnych bedzie kilka umiejetnosci:

 rozkladu wielomianow na czynniki;
e sprowadzania wyrazen wymiernych do wspolnego mianownika;
e dodawania i odejmowania wyrazen wymiernych o wspolnym mianowniku.

Twoje cele

» Zastosujesz wiadomosci o rozkiadzie wielomianu na czynniki do sprowadzania
utamkoéw do wspolnego mianownika.

» Dodasz lub odejmiesz tak przeksztatcone utamki.

» Sformutlujesz warunki, przy ktorych wykonanie podanych dziatan jest mozliwe
(okreslisz dziedzing).




Przeczytaj

Reguta: Dodawanie i odejmowanie wyrazen wymiernych

Aby dodac lub odjg¢ dwa wyrazenia wymierne, postepujemy zgodnie z ponizszymi
krokami.

1. Sprowadzamy je do wspolnego mianownika, uzyskujgc utamki postaci IZORNZOL

gdzie F(z), G(z), P(z) to wielomiany, a wielomian P(z) nie jest wielomianem
ZETOWYmM.

2. Dodajemy lub odejmujemy liczniki:

F(z) + G(z) _ F(2)+G(z)
P(z) * P(@) —  P(=) -

F@) G _ F@)-Gl)
P(z) P(z) P(z)

3. Podajemy zatozenia wynikajgce z tego, ze mianowniki utamkow nie moga
przyjmowac wartosci 0.

Przyktad 1

Obliczmy sume i roznice ulamkow ﬁ—jﬁ? i %.
e Aby obliczy¢ sume, na poczatek sprowadzamy mianowniki do postaci iloczynowej
tak, by tatwo bylo wyznaczy¢ wspolny mianownik.

z—5 6—x __
z+5 + 3z+15

» Nastepnie sprowadzamy oba utamki do wspélnego mianownika - w tym przypadku
3(xz 4 5) - i dodajemy.
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e ROznice obliczamy analogicznie.
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o Zalozenia (wspolne dla dodawania wyrazen wymiernych i odejmowania wyrazen
wymiernych): x € R\ {—5}.

Przyktad 2

Tx+3 i 2x—1
r2—3x 221 °

Obliczmy sume i roznice ulamkow

e Zacznijmy od zapisania mianownikow w postaci iloczynoweji okreslenia wspolnego
mianownika.
» Najpierw obliczymy sume.
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o Teraz obliczymy roznice.
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e x € R\ {0;2;3}
Przyktad 3
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Obliczmy

e Zauwazmy, ze wspolnym mianownikiem bedzie mianownik ostatniego utamka.

5 3z 7T _
z+2 r—2 + e

5 3z 7 _
— z+2  z-2 + (z+2)(z—2) —

5(z—2)—3z(z+2)+7
(z+2)(z—2)

__ 5z—10-32’—6x+7 __
(z+2)(z—2)

—3z> -3
(z+2)(z—2)

e z e R\ {-2;2}

Przyktad 4

. 3x z+1
Obliczmy = — 775 + 2.

e Zaczynamy od roztozenia mianownikow na czynniki i ustalenia wspolnego
mianownika. Liczbe catkowita 2 rowniez zapisujemy w postaci utamka
i doprowadzamy do wspolnego mianownika odpowiednio rozszerzajac utamek %

3z x4l _
* P It T27

_ 3x z+1 _
— z(z-5) (2x—5)+(2m+5) +2=

3(2z+5) z+1 2(42%-25)
(2z—5)(2z+5)  (2z—5)(2z+5) + (2z—5)(2z+5)

6x+15—x—1+822—50
(22—5)(22+5) -

_ _8z’+52-36
(22—5)(2x5)

e xR\ {—%;O; %}
Przyktad 5
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e Zacznijmy od zapisania wielomiandéw z mianownikow w postaci iloczynowej. Tu
trzeba sobie w razie potrzeby przypomnie¢ metody rozktadania wielomianow na
czynniki nierozktadalne.

3zt 112326 + 3z _ x? —92 =
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o Teraz latwo mozemy zauwazyc¢, ze iloczyn z mianownika pierwszego utamka bedzie
wspolnym mianownikiem w catym dzialaniu. Pozostate utamki (rowniez liczba 2, na
, . , 2 . . . ,
ktorg mozna popatrzy¢ jako na utamek ) musimy odpowiednio rozszerzyc.
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Zauwazmy, ze wszystkie wyrazy w liczniku si¢ zredukuja.

e z e R\ {-1;3}

Stownik
wyrazenie wymierne

zmiennej rzeczywistej x to wyrazenie algebraiczne postaci %, w ktorym P(z) i Q(x)

sg wielomianami zmiennej z, przy czym Q(z) nie jest wielomianem zerowym;



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadami dodawania i odejmowania utamkéw przedstawionymi w filmie.

Zwroc uwage, ze postac iloczynowa mianownikéw jest nam potrzebna zaréwno do okreslania

wspolnego mianownika obu utamkéw jak i do wyznaczenia dziedziny wyrazenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DZEtyQwWL

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej dodawania i odejmowania wyrazen
wymiernych.

Polecenie 2

: 3z 2 5
Oblicz z—3 + z+1 r2—22—-3 °

Polecenie 3
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Polecenie 4
Oblicz 322 . 7 _ 2z+1
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https://zpe.gov.pl/a/DZEtyQwWL

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Cwiczenie 4

Cwiczenie 5

Cwiczenie 6

Cwiczenie 7

Cwiczenie 8




Dla nauczyciela

Autor: Michat Niedzwiedz
Przedmiot: Matematyka
Temat: Dodawanie i odejmowanie wyrazen wymiernych
Grupa docelowa:
III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:
II. Wyrazenia algebraiczne.
1 1

8) dodaje i odejmuje wyrazenia wymierne, w przypadkach nie trudniejszych niz: -5 — —,
z+1

1 1 1 z—1 .,
> Tt e T

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje wiadomosci rozkladzie wielomianow na czynniki do sprowadzania utamkow do
wspolnego mianownika,

» dodaje lub odejmuje tak przeksztatcone utamki,

o formuluje warunki, przy ktorych wykonanie podanych dziatan jest mozliwe (okreslia
zalozenia).

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;



o dyskusja;
» okienko informacyjne;
e opowiadanie.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

Nauczyciel prosi uczniow o przypomnienie praw dziatan na liczbach (uczniowie moga
wykorzysta¢ materialy w epodrecznikach).

Faza wstepna:

1. Uczniowie pracujg w 4 - 5 grupach. Zadaniem kazdej z grup jest wykonanie mapy
mysli, zawierajgce dotychczas poznane pojecia zwigzane z wyrazeniami wymiernymi.
Prezentacje podsumowujgca prace grup sg okazja do wyjasnienia watpliwosci,
rozszerzenia wiadomosci.

2. Nauczyciel podaje temat zaje¢ i wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w czterech grupach pracujg metoda okienka informacyjnego majacq na celu
przypomnienie praw dzialan dotyczacych dodawania (grupy 1i 2) badZ odejmowania
liczb, przy czym odejmowanie traktujemy jako dodawanie liczby przeciwnej(grupa 3
i 4), zapisanie tych praw symbolicznie w okienkach pierwszego wiersza utworzonego
na planszy. W drugim wierszu uczniowie podajg przyktady zastosowania praw dzialan
(tylko tacznosci i przemiennosci) zapisane za pomoca liczb oraz za pomoca liter. Teraz
zadaniem kazdej grupy jest zapisanie dwoch wyrazen wymiernych w postaci utamkow
i dodanie (gr. 1i 2) badZ odjecie (gr. 3 i 4) zapisanych wyrazen. Calg procedure kazda
z grup powtarza jeszcze dwukrotnie, wypetniajac pozostate okienka powstate na
planszy.



2. Grupy 1i 2 oraz 3 i 4 wymieniajg swoje spostrzezenia i formutujg wniosek - w jaki
sposob dodajemy/odejmujemy sumy algebraiczne. Uzgodnione wnioski zapisujg na
tablicy.

3. Uczniowie w parach analizujg przyklady dodawania i odejmowania wyrazen
algebraicznych.

4. Nauczyciel przezentuje film samoczuek, uczniowie zwracaja uwage na spekty
niezrozumiate, ktore wyjasniane s3 na formum klasy.

5. Uczniowie w parach rozwiazuja ¢wiczenia interaktywne, wybrani uczniowie
komentujg stopien trudnosci i sposob rozwigzania poszczegolnych ¢wiczen.

Faza podsumowujaca:

1. Dwoéch wybranych ucznidéw prezentuje wiadomosci uzyskane w czasie zajec .
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:
Uczniowie wykonujg polecenia znajdujgce si¢ pod filmem samouczkiem.
Materialy pomocnicze:

o Wyrazenia wymierne
» Zbidr liczb rzeczywistych. Prawa dziatan w zbiorze liczb rzeczywistych

Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium film samouczek do pracy przed lekcja. Uczniowie
zapoznaja sie z jego trescig i przygotowuja do pracy na zajeciach jako eksperci.


https://epodreczniki.pl/a/wyrazenia-wymierne-rownania-wymierne/DmG9rAguB
https://epodreczniki.pl/b/zbior-liczb-rzeczywistych-prawa-dzialan-w-zbiorze-liczb-rzeczywistych/P14KHSqIR

