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Wzory skroconego mnozenia stopnia trzeciego -
zastosowania

Zrédto: Carlos Irineu da Costa, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Wzory skréconego mnozenia stopnia trzeciego matematycy czesto wykorzystujg
rozwiazujac rownania stopnia trzeciego.

Sposob rozwigzywania rownan szesciennych znaleziono na poczatku XVI wieku. W tym
czasie w Europie nie postugiwano si¢ jeszcze liczbami ujemnymi i kazde rownanie
zapisywano tak, aby wszystkie wspotczynniki byly dodatnie. Wyobraz wiec sobie, ile
roznych typow takich rownan nalezato rozwazyc!

W XVI wieku kazdy matematyk potrafit
rozwiazac¢ roéwnanie stopnia drugiego.
Natomiast dwoch wiloskich matematykow —
Fior i Niccolo Tartaglia chwalito sig¢, ze
potrafig rozwiaza¢ rownanie stopnia
trzeciego. Aby sprawdzi¢, ktory z nich jest
lepszym matematykiem, stoczyli naukowy
pojedynek. Kazdy z nich miat rozwigzac¢ 30
rownan szesciennych wymyslonych przez
przeciwnika.



Okazalo si¢ wtedy, ze Fior potrafi tylko
rozwigzac niektore typy takich rownan.
Tartaglia poczatkowo tez umial rozwigzywac
tylko wybrane rownania szeScienne. Ale
bardzo chciat wygra¢, wiec przez noc
wymyslit ogolny sposob rozwigzywania
rownan szesciennych i zwyciezyt.
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Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,
domena publiczna.

Twoje cele

e Przeanalizujesz nietypowe przyklady z wykorzystaniem wzoréw skroconego
mnozenia.

» Zastosujesz wzory skroconego mnozenia stopnia trzeciego w przeksztalceniach
algebraicznych.

e Ocenisz swoje umiejetnosci stosowania wzorow skroconego mnozenia.




Przeczytaj

Rozwigzywanie rownan szesciennych

Pokazemy teraz zastosowanie wzorow skréconego mnozenia do rozwigzywania pewnego
typu rownan stopnia trzeciego. Wykorzystamy sposob opisany przez szesnastowiecznego
matematyka Girolamo Cardano.

Przyktad 1

Rozwigzemy rownanie x> + 6z = 7.
Rozwigzanie:

Krok 1

Stosujemy podstawienie £ = u — v.

Stad:
(u—0)°+6(u—v)=7
u? — 3uv + 3ur? — v +6(u—v) =7
(u® — v) — Buv(u—v) + 6(u—v) =7
(u? = %) +3(u—v)(—uv+2) =7
Krok 2

Ustalamy v i v tak, aby —uv +2 = 0
stad:
v = % iud—® =7

Podstawiamy wyznaczone v do rOwnania.

Krok 3
Stosujemy kolejne podstawienie: u® = ¢.

t2—Tt—8=0




Otrzymujemy znane nam juz rOwnanie stopnia 2. Obliczamy wyr6znik rownania
i pierwiastki.

A=49+32=281
t1 = % = —1, stad u :\3/—_1: —liv; = _il = -2
ty="12 =8,staduy = V8 =2iv, =2 =1
Krok 4
Wyznaczamy pierwiastki rOwnania.

T=uU—"v
z1=-1—-(-2)=1
To=2-1=1

Odpowiedz:

Jedynym pierwiastkiem rzeczywistym rownania jest liczba 1.

Aby ulatwi¢ rozwigzywanie niektorych rownan trzeciego stopnia, mozemy tez skorzystac
z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie: Rdwnanie trzeciego stopnia z jednym pierwiastkiem

Roéwnanie postaci z° + pz + ¢ = 0, gdzie p € R, ¢ € R ma dokladnie jeden pierwiastek

gdzie:

A=(3)'+ (2 a0

Przyktad 2

Wykazemy, ze liczba M = /7T—5v/2 + V 7+5\/§jest rowna 2.
Rozwigzanie:

Skorzystamy z podanego wyzej twierdzenia.

Zauwazmy, ze:

M= 7-5v2 4+ V145v2 = V7-v/50 + V7450




Zatozmy, ze M jest rozwigzaniem pewnego réwnania szesciennego typu z® + pz +q = 0

Wtedy:

F=TiA= (B4 () =50

o)

Stad:
g=—14i L + (-1)% = 50
Wyznaczamy p:
p> = (50 — 49) - 27,p = 3.
Poszukiwane réwnanie to 23 + 3z — 14 = 0.
Fatwo sprawdzimy, Ze pierwiastkiem tego rownania jest liczba 2.
2°+3-2-14=0
14-14=0
0=0

Poniewaz liczba 2 jest jedynym pierwiastkiem réwnania z* + 3z — 14 = 0, zatem M = 2,

co nalezato wykazac.

Przeksztatcanie wyrazen
Przyktad 3
Wyprowadzimy wzor (a + b+ ¢)°.
Rozwigzanie:
Oznaczmy:
A=(a+b+c)

Zapisujemy szeScian w postaci iloczynu.

A=(a+b+c) (a+b+c)
Skorzystamy ze wzoru na kwadrat sumy 3 wyrazen.

(a+b+c) =a?+ b+ + 2ab + 2ac + 2be




A= (a®+b*+ c* + 2ab+ 2ac+ 2bc)(a + b+ c)
A = a® + 3a®b + 3a’c + 3ab? + 6abc + 3ac? + b3 + 3b%c + 3bc® + 3
Zapisujemy wzOr na szes$cian sumy 3 wyrazen w prostszej postaci.
A= (a®+b+ ) +3(ab + a’c + ab® + ac® + b*c + bc?) + 6abe
Wazne!

WzOr na szescian sumy trzech wyrazen:

(a+b+c) = (a® +b° + %) + 3(ab + a’c + ab® + ac® + b*c + bc?) + 6abe

Stownik
sze$cian sumy trzech wyrazen

jest rowny iloczynowi kwadratu sumy tych wyrazen przez sume tych wyrazen
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Test samosprawdzajacy

Polecenie 1

Rozwiaz testy samosprawdzajgce i sprawdz swoje umiejetnosci wykorzystania wzoréow
skréoconego mnozenia stopnia trzeciego.

Test

Wzory skréconego
mnozenia stopnia
trzeciego

Sprawdzisz:
« swojg wiedze na temat wzoréw skréconego

mnozenia stopnia trzeciego.

Liczba pytan: Limit czasu: Twaj ostatni

5 15 min "™

‘ Uruchom

Polecenie 2

Wykaz, ze liczba K = v/10—+/108 + v/ 10++/108 jest liczba naturalna.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Zaznacz poprawne stwierdzenia.

Réznica szescianu dwumianu a — 2 i szesScianu dwumianu 2 + a jest rowna (—6a2)

(7] Liczba 643 — 333 jest podzielna przez 31.

0] Jesli liczba naturalna w dzieleniu przez 3 daje reszte 1, to szescian tej liczby
w dzieleniu przez 3 daje reszte 2.

[ ] Suma szeScianéw stu kolejnych liczb naturalnych jest kwadratem liczby naturalne;j.

Cwiczenie 2 @)
Uzupetnij rozwigzanie réwnania.

4+ 322 + 3z +1=(z—1)°

¢ )3 =(z—1)3

¢ P (@-1)F=0
(+1-z+1)-( ) =0
"""""""""" (Ba2+1)=0

z+1 ’ ‘ nie ma rozwiazania ’ (x—1)2||z—1

(+1)°—(@+D(e-1) (-1 || @+ 1)+ @+ 1)(e—1) +(z— 1)

r+1|| (z+1)> ‘ T ’ ‘ z—1 ’ ‘ ma rozwigzanie, ktérym jest liczba 2 ’ ‘ 2 ’ m




Cwiczenie 3

Ocen prawdziwos$¢ kazdej z rownosci. Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O @P+y¥=(@=+y)(z—zy—y)
O (z+97)° = +32%2 + 3ay* +
Q x3_y6:(w_y2)(w2+my2+y2)

O (@-y°’=@-y’(z+y)

Cwiczenie 4

W wyrazeniu (a — b — c)3 zapisanym w postaci sumy, wspotczynnik liczbowy przy ¢ jest
rowny

O 0
O 1
O 3

O -1

Cwiczenie 5

Potacz w pary rownania z liczbami, ktére sg ich rozwigzaniami.

Fof=ats 2
x3 —10x = —12 1
_ 1 1

223 = 3z? — 5 1

22+ 5 =6 -1



Cwiczenie 6
Wyrazenie (a + b+ ¢)® — 3(a2b + a?c + ab? + ac® + b%c + be?) jest réwne

O a®+ b+ + 6abe

O a®+ b+ 2 + 3abe

O a4+ b+ — 6abe

O a®+ b+ 2 — 3abe
Cwiczenie 7

Liczba v/ 264+15v/3 + v/ 26—15v/3 jest

liczbg naturalng parzysta.
liczba naturalng nieparzysta.

liczba naturalng podzielng przez 3.

O o 0o 0O

liczba catkowitg dodatnia.



Cwiczenie 8

Dlaa:\/ib:\/g,c:\/éliczba

K=(a+b+c)+(@—b—c)’+(c—a—b)’+(b—a—c)’ mawartos¢

O 36
O 24
O) 48

O 144



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wzory skréconego mnozenia stopnia trzeciego - zastosowania
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony, klasa I lub II
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne.

Uczen:

1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)%, (a — b)*, a2 — b2, (a + b)°, (a — b)°,
a® — b3, a" — b".

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

 analizuje nietypowe przyktady wykorzystaniem wzorow skroconego mnozenia

 stosuje wzory skroconego mnozenia stopnia trzeciego w przeksztatceniach
algebraicznych

e ocenia swoje umiejetnosci stosowania wzorow skroconego mnozenia

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e metoda za i przeciw
e mapa mysli



Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer
» kartony, mazaki

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

Uczniowie w grupach przypominajg wory skroconego mnozenia stopnia trzeciego
i sporzadzaja mape¢ mysli, na ktorej zaznaczajg ich rozliczne zastosowania.

Grupy ogladajg swoje rysunki, ustalaja i prezentuja jedng wspolng wersje mapy mysli.
Nauczyciel podaje temat i cele zajec, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.
Faza realizacyjna:

Uczniowie w grupach zapoznaja si¢ z materiatem w sekcji ,Przeczytaj” i rozwigzuja
¢wiczenia interaktywne.

Nastepnie metodg za i przeciw dyskutujg nad mozliwosciami i sensem nietypowego
zastosowania wzorow skroconego mnozenia trzeciego stopnia, przedstawionych w tym
materiale.

Dyskusje uzupetniajg o przyklady, ktore nasunety sie im w trakcie pracy nad mapg mysli.

Wynikiem dyskusji powinny by¢ wspolne wnioski na temat korzystania z gotowych wzorow
i algorytmow algebraicznych.

Faza podsumowujaca:

Uczniowie indywidulanie wykonujg ¢wiczenia sprawdzajace.
Podsumowaniem zajec¢ jest samoocena uczniéw i ocena kolezenska.
Praca domowa:

Nauczyciel poleca uczniom wykonac te ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty
wykonane podczas lekcii.



Materialy pomocnicze:
Wzory skréconego mnozenia stopnia trzeciego
Wskazowki metodyczne:

Cwiczenia sprawdzajagce mogg by¢ wykorzystane jako krotka kartkowka.
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