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Zrédto: Jospeh Almendarez, dostepny w internecie: pixy.org, domena publiczna.

Badanie roznowartosciowosci funkcji liczbowej jest bardzo waznym zagadnieniem analizy
matematycznej.

Czy wszystkie funkcje liczbowe dzielimy na roznowartosciowe i te, ktore nie sg
roznowartosciowymi?

Czy kazda funkcja r6znowartosciowa jest funkcja monotoniczng?

Czy kazda funkcja monotoniczna jest funkcjg roznowartosciowg?

W jaki sposob mozemy sprawdzi¢, czy dana funkcja jest funkcja roznowarto$ciowa?

Odpowiedzi na powyzsze pytania mozesz uzyskac¢ analizujgc ponizszy material.
Twoje cele

e Sprawdzisz, czy dana funkcja jest roznowarto$ciowa.
o Udowodnisz, ze dana funkcja jest roznowarto$ciowa.

» Wykazesz, ze dana funkcja nie jest funkcjg roznowartosciows.


https://pixy.org/author/Jospeh_Almendarez/

Przeczytaj

Definicja: Funkcja r6znowartosciowa

Funkcja liczbowa f : X — Y jest funkcja roznowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy
roznym argumentom przyporzadkowane sg rozne wartosci, to znaczy, ze dla dowolnych
argumentow i, To z warunku x; # x, wynika warunek

f(z1) # f(z2)

Definicje funkcji roznowartoSciowej mozemy rowniez zapisac¢ kroce;.

Funkcjaliczbowa f : X — Y jest
funkcjg roznowartosciowa < V,, s.ex[z1 # 2 = f(z1) # f(x2)]

Zwrot ,dla kazdego z” nazywa sie kwantyfikatorem og6lnym, kwantyfikatorem duzym lub
kwantyfikatorem uniwersalnym wigzacym zmienng z. Kwantyfikator ogélny oznaczamy
symbolem V.

Jezeli funkcja jest opisana za pomocg wykresu, to aby ustali¢, czy funkcja jest
roznowartosciowa, czy nie jest roznowarto$ciowa, wystarczy poprowadzi¢ proste
rownolegle do osi X i sprawdzi¢ ile punktow wspolnych majg te proste z wykresem funkcji.

Ponizszy przyktad pokaze nam sposob sprawdzania roznowartosciowosci funkcji opisanej
za pomoca wykresu.

Przyktad 1
Funkcja f opisana jest za pomoca wykresu.

a.
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Sprawdzimy, ktory z wykresow opisuje funkcje roznowartosciowa.
Rozwigzanie:

a. Naszkicujmy kilka prostych rownoleglych do osi X i sprawdzmy, czy sg proste, ktore
maja wiecejniz jeden punkt wspolny z wykresem funkciji f.
Np. prosta y = 5 ma trzy punkty wspoélne z wykresem funkciji f.
Funkcja f nie jest funkcja réznowarto$ciows.



b. Naszkicujmy kilka prostych rownoleglych do osi X i sprawdzmy, czy s3 proste, ktore
maja wiecejniz jeden punkt wspoélny z wykresem funkciji f.
Proste na rysunku majg po jednym punkcie wspolnym z wykresem funkcji.
Gdyby$my narysowali nieskonczenie wiele takich prostych, to okazato by sie¢, ze
kazda prosta rownolegta do osi X ma nie wiecejniz jeden punkt wspolny
z wykresem funkcji f.
Funkcja f jest funkcjg roznowartoSciowa.

Przyktad 2

Funkcja f opisana jest za pomocg tabelki.
Funkcja f


javascript:void(0);

Funkcja f
x —4 -3 -1 0 2 3 5
f(z) —1 0 2 1 0 1 2
Wykazemy, ze funkcja f nie jest funkcja roznowartosciowa.
Rozwigzanie:

Aby wykazac¢, ze funkcja f, opisana za pomoc3g tabelki, nie jest funkcja roznowarto$ciowa
wystarczy przeanalizowac zbior wartosci tej funkciji.

Warto$¢ 0 przyjmuje funkcja dla dwoch argumentéw. Sg nimi liczby (—3) i 2.
Warto$¢ 1 przyjmuje funkcja dla dwoch argumentow. Sg nimi liczby 01 3.
Warto$¢ 2 przyjmuje funkcja dla dwoch argumentow. Sa nimi liczby (—1) i 5.
Zatem funkcja f nie jest funkcja réznowarto$ciowa.
Przyktad 3
Funkcja f opisana jest za pomocg wzoru.
f(z) = —2° +2,gdyz € R
Udowodnimy, ze funkcja f jest funkcja réznowartosciowa.
Rozwigzanie:
Zatozenie: f(z) = —a% + 2, Dy =R, z1,z3 € R, z1 # o
Teza: f(z1) # f(z2)
Dowod:
Obliczymy réznice wartosci funkciji f dla argumentow z; i 5.
f(z1) — f(ze) = (—azl?’ + 2) — (—a:23 + 2) =
=z’ +2+3° —2=—(21® —22%) =
= —(z1 — x2) (:v12 + x129 + :I:22)
Z zalozenia wiadomo, ze:
o X1 # X9 zatemaxy — X9 # 0

e wyrazenie (3312 + 129 + 3322) #0



zatem (z1 — LE2)(21312 + z12y + x22) #0

czyli f(z1) — f(@2) # 0, stad f(x1) # f(z2).

Poniewaz z1 i 2 sa dowolnymi liczbami ze zbioru R udowodniliSmy wiec, ze funkcja
f(z) = —z3 + 2, gdy = € R jest funkcja roznowartosciowa.

W dowodzeniu roznowarto$ciowosci funkciji liczbowej wygodnie jest stosowa¢ ponizszg
definicje. Jest ona rownowazna definicji przedstawionej na poczatku lekciji.

Definicja: funkcji réznowartosciowej

Funkcja liczbowa f : X — Y jest funkcja roznowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy
z rownosci wartosci tej funkcji wynika rownos¢ argumentow, to znaczy, ze dla dowolnych

argumentow xy, xa z rownosci f(z1) = f(x2) wynika rownos¢ ¢, = x.
Definicje powyzszg mozemy zapisac kroce;j.

Funkcja liczbowa f : X — Y jest
funkcjg réoznowartosciowa < V,, s.ex[f(z1) = f(z2) = 1 = x9]

W ponizszych przyktadach pokazemy zastosowanie tej definicji w dowodzeniu
roznowartosciowosci funkcji liczbowe;j.

Przyktad 4

Funkcja f opisana jest za pomocg wzoru.

flz) = &5, gdyz € R\ {4}.

Wykazemy, ze funkcja f jest funkcja réznowarto$ciowa.
Rozwigzanie:

Zatozenie: f(z) = L2 D, = R\ {4}, z1, 23 € Dy, f(z1) = f(z2)

Teza: x1 = x9
Dowod:

Z zatozenia wiemy, ze x1, €3 € Dy i f(z1) = f(z2), zatem

T1+5 _ x9+b
2131—4 - 1132—4

stad

(z1+5)(z2 —4) = (z2 +5)(z1 — 4)




Po obu stronach rownosci mnozymy przez siebie sumy algebraiczne.
T129 + dxy — 41 — 20 = 129 + D] — 419 — 20

Po wykonaniu redukcji wyrazéw podobnych otrzymujemy:

—4xy — bxry = —4x9 — DXy

—9z1 = —9z5 | : (—9)

T1 = T2

x1, €2 — sa dowolnymi liczbami nalezacymi do dziedziny funkcji f, wiec funkcija

f(z) = £ odyz € R\ {4}, jest funkcja roznowartosciowa.

Przyktad 5

Funkcja f opisana jest za pomoca wzoru

f(z) =3vVe —2,gdyz € (2, ).

Wykazemy, ze funkcja f jest funkcjg roznowartosciowa.
Rozwigzanie:

Zalozenie: f(x) = 3vz — 2, Dy = (2, o0), 1, z2 € Dy, f(x1) = f(x2)
Teza: 1 = x9

Dowod:

Z zatozenia wiemy, ze x1, €3 € Dy i f(z1) = f(z2), zatem
3vr  —2=3yz,—2|:3

VI —2=+/z9 — 2

Z wlasnoSci pierwiastkowania otrzymujemy:

121—2:2132—2
L1 — T2

x1, 2 — s dowolnymi liczbami nalezacymi do dziedziny funkcji f, wigc funkcja
f(z) = 3vx — 2, gdyx € (2, 00), jest funkcja réznowartoéciowq.

Aby udowodni¢, ze funkcja nie jest roznowartosciowq, wystarczy pokaza¢ dwa rozne
argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje te sama wartosc.
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Przyktad 6

Funkcja f opisana jest za pomocg wzoru

f(z) = —52% gdyz € R.

Wykazemy, ze funkcja f nie jest funkcja roznowarto$ciowa.

Rozwigzanie:

Obliczmy warto$¢ funkcji f dla dwoch wybranych argumentow, np. (—2) i 2.
f(=2)=—-5-(-2)"=—-5.-4=-20

f(2)=-5-22=-5-4=-20

£(-2) = (2)

Pokazali$my wiec, ze funkcja f przyjmuje takg samg warto$¢ dla dwoch roéznych
argumentow.

Zatem funkcja f(z) = —5z%, gdy = € R nie jest funkcjg roznowartosciowa.

Wszystkie funkcje rosngce i wszystkie funkcje malejace sg funkcjami réznowartosciowymi.
Wystarczy przeanalizowac definicje funkcji rosnaceji definicje funkcji malejgce;j.
Sprawdzimy, czy kazda funkcja roznowartoSciowa jest funkcjg monotoniczna.

Przyktad 7

Ponizsze rysunki przedstawiajg wykresy funkciji, ktore s roznowartosciowe i nie sa
monotoniczne.




Wazne!

 Jezeli funkcja f opisana jest za pomocg wykresu, to mozemy sprawdzi¢, czy jest
roznowartosciowa, szkicujgc proste rownoleglte do osi X i okreslajac ile punktow
wspolnych ma dana prosta z wykresem funkcji. Funkcja roznowartosciowa ma
z kazdg z prostych rownoleglych do osi X co najwyzejjeden punkt wspolny.

» Jezeli funkcja jest opisana za pomoca wzoru, to sprawdzamy jej roznowarto$ciowos¢
korzystajac z definiciji.

» Kazda funkcja rosngca/malejgca jest funkcja roznowartosciowg, ale nie kazda funkcja
roznowartosciowa jest funkcja monotoniczna.

Stownik
funkcja ré6znowartosciowa

funkcja liczbowa, ktora kazdg swojg wartos¢ przyjmuje tylko jeden raz
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Prezentacja multimedialna

Polecenie 1
Przeanalizuj uwaznie przyktady przedstawione w prezentacji multimedialnej. Sprébuj
samodzielnie rozwigzac wskazane zadania, nastepnie poréwnaj swoje rozwigzania

z tymi, ktore pokazane sg w prezentacji.

Polecenie 2

Funkcja f opisana jest za pomoca wzoru f(z) = |2z — 4.
Wyznacz dziedzine tej funkcji i wykaz, ze funkcja f nie jest roznowartosciowa.

Polecenie 3

Funkcja f opisana jest za pomoca wzoru f(z) = vz — 2, gdy z € (2, 00).

Udowaodnij, ze funkcja f jest funkcja réznowartosciowa.



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @
Cwiczenie 1 O
Cwiczenie 2 ¢

Zbiorem wartosci funkcji f jest {—1, 2, 3, 5, 7}. Wyznacz liczbe m tak, aby tabela

opisywata funkcje réznowartosciowa.

Funkcja f

T —1 0 1 2 3

f(z) 3 5 2 m 7
Cwiczenie 3 O
Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5 O
Cwiczenie 6 O
Cwiczenie 7 @

Cwiczenie 8 @



Dla nauczyciela

Autor: Anna Jezewska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Funkcje réznowartosciowe i ich wlasnosci

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

V. Funkcje.

Zakres podstawowy. Uczen:

3) odczytuje i interpretuje wartosci funkcji okreslonych za pomocg tabel, wykresow,
wzordw itp., rowniez w sytuacjach wielokrotnego uzycia tego samego Zrodta informaciji lub
kilku Zzrodet jednoczesnie.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» sprawdza, czy funkcja jest roznowartosciowa
» udowadnia, ze funkcja jest roznowartoSciowa
» wykazuje, ze funkcja nie jest funkcjg roznowartosciowa

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

 analiza sytuacyjna
e mapa mysli



o dyskusja

Formy pracy:

praca indywidualna

praca w parach

praca w grupach

praca catego zespotu klasowego
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele lekcji oraz ustala z uczniami kryteria osiaggni¢cia
sukcesu.

2. Uczniowie pracuja w matych grupach. Ich zadaniem jest usystematyzowanie
wiadomosci na temat sposobow wyznaczania zbioru wartosci funkcji. Zebrane
informacje przedstawiajg w postaci mapy mysli.

3. Po zakonczonej pracy umieszczaja swoje przemyslenia w widocznym miejscu w sali
lekcyjne;j.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie samodzielnie analizuja przyktady zamieszczone w sekcji ,Przeczytaj”

2. Po uplywie wyznaczonego czasu 1aczg si¢ w pary i porownujg miedzy sobg uzyskane
informacje. Nastepnie, podzieleni na dwie grupy, poszukujg odpowiedzi na pytania
postawione w sekcji ,Wprowadzenie”. Wnioski przedstawiajg na forum klasy.

3. Uczniowie ogladajg prezentacje multimedialng zawierajacg przyktady sprawdzania, czy
dana funkcja jest roznowartoSciowa i rozwigzujg samodzielnie wskazane polecenia.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 1 - 4 i wspoélnie omawiajg odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Jeden z uczniéw podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazujgc na mocne i stabe strony pracy uczniow.
3. Nauczyciel ocenia indywidualng prace i zaangazowanie poszczeg6lnych uczniow.

Praca domowa:

1. Uczniowie rozwiazuja w domu ¢wiczenia 5 - 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.



2. Zadanie dla chetnych:
Funkcja f opisana jest za pomocg wzoru f(z) = vV 2 — 9. Wyznacz jej dziedzine
i sprawdz, czy jest funkcja roznowarto$ciowa.

Materialy pomocnicze:

o Wykres funkcji
e Funkcjaijejwlasnosci

Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze wykorzysta¢ prezentacje multimedialng do powtorzenia wiadomosci na
temat roznowartoSciowosci funkcji. Prezentacje mozna tez wykorzystac na zajeciach
poswieconych wiasnosciom funkciji .


https://epodreczniki.pl/a/wykres-funkcji/DMjeeayJi
https://epodreczniki.pl/a/funkcja-i-jej-wlasnosci-czesc-i/DVgffn6ko

