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W dawnej Polsce w kosci i karty grywali wszyscy — mieszczanie, chtopi, szlachta. Byta to
popularna rozrywka, ktora niestety niektorym zajmowata zbyt wiele czasu, z czego
wySmiewatl si¢ nawet Jan Kochanowski.




Gra w karty
Rombouts, Theodoor (1597-1637)

Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, domena publiczna.

(( Nie umie syn szlachecki na kon wsieS¢ i w towy,
Na dziki zwierz z oszczepem jacha¢ niegotowy,
Lepiej kufla swiadomy albo kart pisanych,
Kazesz li da¢, i kostek, prawem zakazanych.

J. Kochanowski Piesn I.

Celem gry w karty lub koSci jest z reguly uzyskanie najwiekszejliczby punktow. Wbrew
pozorom nie s3 to gry zalezne tylko od szcze¢Scia - liczy sie w nich tez umiejetnosc
kalkulaciji.

Na gruncie teorii rachunku prawdopodobienstwa, opracowano poradniki dla graczy,
okreslajace szanse wygranych w zaleznoSci od obranej strategii. Okazuje sie wiec, ze
rachunek prawdopodobienstwa moze przydac si¢ rowniez w grach strategicznych. Co
prawda gry w kosci i karty juz wyszty z mody, ale by¢ moze zdarza Ci sie¢ rozgrywac
wirtualne pojedynki. A wtedy warto oprzec si¢ na teoriach probabilistycznych.

Wiadomosci zawarte w tym materiale pomogg pozna¢ Ci niektore wlasnosci
prawdopodobienstwa.

Twoje cele

o OkreSlisz niektore wlasnosci prawdopodobienstwa.

e Obliczysz prawdopodobienstwo sumy zdarzen, korzystajac z odpowiedniego wzoru.

e Obliczysz prawdopodobienstwo réznicy zdarzen, korzystajac z odpowiedniego
WZOru.

» Przeprowadzisz proste rozumowania, majgce na celu udowodnienie zapisanych
WZOrow.

» Dobierzesz model matematyczny do danej sytuacji z kontekstem realistycznym.




Przeczytaj

Witasnosci prawdopodobienstwa

Z aksjomatycznej definicji prawdopodobienstwa oraz z wtasnosci dzialan na zdarzeniach,
wynikajg wtasnosci prawdopodobienstwa, ktore przedstawimy ponize;j.

Twierdzenie: Wtasnosci prawdopodobienstwa

Niech (2 bedzie skoniczonym zbiorem zdarzen elementarnych, a P niech bedzie
prawdopodobienstwem okreslonym na zdarzeniach A C Qi B C ). Wowczas:

LP(Q) =1

2. P(0) =0

3.0< P(A) <1

4.Jesli A C B, to P(A) < P(B)

Dla przyktadu udowodnimy jedng z wlasnosci podanych w twierdzeniu.
Przyktad 1

Udowodnimy, ze P(()) = 0.

Wiadomo, ze dla dowolnego zdarzenia A:

ANP=0iAUp=A

Na podstawie aksjomatycznej teorii prawdopodobienstwa wiemy, ze dla kazdej pary
wykluczajgcych sie zdarzen A i B tej samej przestrzeni zdarzen elementarnych, zachodzi
rownosc

P(AUB)=P(A)+ P(B)

Zatem:

P(AUQ) = P(A)

P(AUD) = P(A) + P(0)

Odejmujac zapisane rownosci stronami, otrzymujemy
0= P(0)

C.n.d

Przyktad 2
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Rzucamy dwiema kostkami do gry.

» Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia A - suma liczb wyrzuconych oczek jest
co najmniejrowna 2.
Najmniejsza liczba oczek na kazdej z kostek to 1, zatem zawsze w rzucie dwiema
kostkami suma liczb wyrzuconych oczek bedzie co najmniejrowna 2. A jest
zdarzeniem pewnym.
P(4) =1

e Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia B - suma liczb wyrzuconych oczek jest
rowna 13.
Najwieksza liczba oczek na kazdej z kostek to 6, zatem zawsze w rzucie dwiema
kostkami suma liczb wyrzuconych oczek bedzie nie wigksza niz 12. B jest

zdarzeniem niemozliwym.
P(B)=0

Poznamy teraz bardzo wazne twierdzenie, okreslajace prawdopodobienstwo zajscia
zdarzenia przeciwnego do danego zdarzenia.

Twierdzenie: Prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego

Niech (2 bedzie skoniczonym zbiorem zdarzen elementarnych, a P niech bedzie
prawdopodobienstwem okreslonym na zdarzeniach A C Qi A’ C .

Jesli zdarzenia A i A’ sa zdarzeniami przeciwnymi, to
PA)=1-P(A)

Przyktad 3

Obliczymy prawdopodobienstwo zajécia zdarzenia A, gdy P(A4’) = 0, 3.

Korzystamy ze wzoru na prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego.

P(A)=1-P(A)

Stad:

PA)=1-P(4A)

P(A)=1-0,3=0,7

Przyktad 4

Kazdy z 12 przyjaciot urodzit si¢ w innym miesigcu. Obliczymy prawdopodobienstwo, ze
losowo wskazana osoba z tej grupy nie urodzita si¢ w lipcu.




Oznaczmy:
A - zdarzenie polegajace na tym, ze zadna z osob nie urodzita sie w lipcu.

Wskazujemy jedng osobe sposrod 12. Zatem:
Q| =12

Zdarzeniu A - sprzyjaja zdarzenia: wylosowana osoba urodzita sie¢ w styczniu, lutym,
marcu, kwietniu, maju, czerwcu, sierpniu, wrzesniu, pazdzierniku, listopadzie lub

w grudniu. Mamy wiec kilka mozliwosci. Natomiast zdarzeniu przeciwnemu - wskazana
osoba urodzita sie w lipcu - odpowiada tylko jedna mozliwos¢. Obliczamy wigc najpierw
prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego do zdarzenia A.

PA) =+
Stad

PA)=1-+% =1

Ju—y

Odpowiedz:

Prawdopodobienstwo, ze wskazana osoba nie urodzita si¢ w lipcu jest rowne %

Powyzszy przyktad byl dos¢ prostym zadaniem na zastosowanie wzoru na
prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego, ale jak wkrotce sie przekonasz, wzor ten
ulatwia rozwigzywanie wielu skomplikowanych problemoéw probabilistycznych.

Przyktad 5

Rzucamy trzy razy szeScienng kostkg do gry. Obliczymy prawdopodobienstwo, ze cho¢
raz uzyskalismy liczbe oczek rowna 3 lub 4.

Liczba zdarzen elementarnych w rozpatrywanym doswiadczeniu jest rowna:
] =6-6-6=216

Rozwazmy zdarzenie przeciwne: A’ - ani razu nie wypadla ani liczba oczek réwna trzy,
ani cztery.

Wtedy moze wypas¢ kazda z pozostatych czterech liczb oczek (1, 2, 5 lub 6).
|A|=4-4-4=64

Zatem:

P(o) = 3

Na mocy twierdzenia o prawdopodobienstwie zdarzenia przeciwnego, otrzymujemy:




_ 1 64 _ 152 __ 19
P(4) =1 216 — 216 27

OdpowiedZ:

19

Prawdopodobienstwo, ze cho¢ raz uzyskaliSmy liczbe oczek rowng 3 lub 4 jest rowne 5.

Przed nami wlasnos¢ prawdopodobienstwa, zwigzana z prawdopodobienstwem sumy
zdarzen.

Twierdzenie: Prawdopodobienstwo sumy zdarzen

Niech (2 bedzie skonczonym zbiorem zdarzen elementarnych, a P niech bedzie
prawdopodobienstwem okreslonym na zdarzeniach A C Qi B C 2, wowczas

P(AUB) =P(A)+ P(B)— P(ANB)
Je§li zdarzenia A i B wykluczajg sig, czyli AN B = (), to
P(AUB) = P(4) + P(B)
Przyktad 6

Wsrod 50 przechodniow przeprowadzono ankiete, w ktorej zapytano o ulubiony smak
lodow. Potowa 0sob odpowiedziata, ze najbardziej lubi lody waniliowe, 80% pozostatych
odpowiedziato, ze lubi lody czekoladowe. A dwie osoby stwierdzity, ze lubig i lody
waniliowe, i czekoladowe.

Obliczymy prawdopodobienstwo tego, ze losowo wskazana osoba z tej grupy lubi lody
waniliowe lub czekoladowe.

Oznaczmy:
W - zdarzenie, ze losowo wskazana osoba lubi lody waniliowe,
C - zdarzenie, Ze losowo wskazana osoba lubi lody czekoladowe,

Wskazujemy jedna z 50 osob, zatem || = 50.

Liczba osob, ktora lubi lody waniliowe jest rowna: 0,5 - 50 = 25.
Liczba osob, ktora lubi lody czekoladowe jest rowna: 0, 8 - 25 = 20.
Liczba 0sob, ktora lubi i lody waniliowe i czekoladowe jest rowna 2.
Zatem:

W| = 25,|C| = 20,

Wne|=2.

Korzystamy ze wzoru na prawdopodobienstwo sumy zdarzen.




P(WUC) = P(W)+ P(C) - P(WNC)
PWUC) =B +8-2=32
OdpowiedZ:

Prawdopodobienstwo tego, ze losowo wskazana osoba z tej grupy lubi lody waniliowe lub

czekoladowe jest rowne =

50 °
Przyktad 7

Wiadomo,ze A C Q,BC Q,ANB=0iP(A) = %, P(B) = 1. Obliczymy P(A U B).
Zauwazmy, ze
P(A)+PB)=++1+=1=L.
Zdarzenia A i B wykluczaja sie. Zatem
P(AUB) = P(A)+ P(B) = +.
Przyktad 8

W torebce jest 10 cukierkow, w tym cztery to cukierki mietowe. W sposob losowy
wyjmujemy z torebki trzy cukierki. Obliczymy prawdopodobienstwo, ze co najmniejdwa
wyjete cukierki to cukierki mietowe.

Zdarzeniami elementarnymi s3 trzyelementowe podzbiory zbioru
dziesigcioelementowego. Zatem

Zdarzenie polegajagce na wyciggnieciu co najmniej dwoch cukierkow mietowych,
mozemy rozpatrywac jako sume zdarzen:

A - wyciggamy dwa cukierki mietowe,
B - wyciggamy trzy cukierki mietowe.

Liczba zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A jest réwna:

4 6
(3:()- 0>

Liczba zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu B jest rowna:
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Aby obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia A U B, korzystamy ze wzoru:

P(AU B) = P(A) + P(B)

_ 36 4 40 1
PAUB)= 195+t 100 = 120 = 3

Odpowiedz:
Prawdopodobienstwo, ze co najmniej dwa wyjete cukierki to cukierki mietowe, jest

rowne %

Stownik

wtasnosci prawdopodobienstwa

niech (2 bedzie skonczonym zbiorem zdarzen elementarnych, a P niech bedzie
prawdopodobienstwem okreslonym na zdarzeniach A C Qi B C {2; wowczas:

LP(Q) =1
2.P(0)=0
3.0< P(4) <1

4.Jesli A C B,to P(A) < P(B)




Infografika

Polecenie 1

Sproébuj zapisa¢ wzér na prawdopodobienstwo réznicy zdarzen. Poréwnaj swoj zapis ze
wzorem zamieszczonym w infografice. Uzasadnij zapisane w infografice wzory, korzystajac
z odpowiednich rysunkow.

Polecenie 2

Wiadomo, ze A, B s zdarzeniami tej samej przestrzeni zdarzen elementarnych Qi P jest

prawdopodobienstwem okreslonym na tych zdarzeniach. Wykaz, ze
P(AUB) — P(A\ B) = P(B).




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Wiadomo, ze A, B s3 zdarzeniami tej samej przestrzeni zdarzen elementarnych Qi P jest
prawdopodobienstwem okreslonym na tych zdarzeniach. Wskaz wszystkie pary zdarzen, ktére
na pewno nie sg zdarzeniami roztagcznymi.

() P(4)=FiP(B) =1

Cwiczenie 2

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Wiadomo, ze A, B s zdarzeniami tej samej przestrzeni
zdarzen elementarnych Q i P jest prawdopodobienstwem okre$lonym na tych zdarzeniach.
Jezeli P(A) = %, P(ANB) = %, P(AUB) = 1—2 to liczba P(B’) jest réwna:

3
8

o O O

O %

Cwiczenie 3




Cwiczenie 4

Wiadomo, ze A, B s3a zdarzeniami tej samej przestrzeni zdarzen elementarnych i P jest

prawdopodobienstwem okreslonym na tych zdarzeniach oraz P(A) = %, P(B) = %
P(ANB) = 4.

Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.

() P(B\A)=

»I>|n—\

() P(A\B) =

i

] PAuB)=2

[J P(A)+P(B) =%



Cwiczenie 5

Aby przejs¢ do drugiego etapu konkursu Gra o wszystko, uczestnik musi odpowiedzie¢ na co
najmniej jedno pytanie spos$rod czterech, ktore losuje z 20 mozliwych. Eryk zna odpowiedz
tylko na 12 pytan. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze Eryk przejdzie do drugiego etapu
konkursu?

Uzupetnij rozwigzanie powyzszego zadania, wybierajac odpowiednie liczby z podanych.

Zdarzeniem elementarnym w rozwazanym doswiadczeniu jest czteroelementowa kombinacja

Zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A - Eryk odpowie na co najmniej jedno pytanie, jest

zdarzenie A’ - Eryk nie odpowie na zadne pytanie.

P(4)

I

e

g}
S
I

\1]\4!\20!\%”%"(i)|‘(240>|

Cwiczenie 6

Wiadomo, ze A, B sa zdarzeniami tej samej przestrzeni zdarzen elementarnych i P jest
prawdopodobienistwem okreslonym na tych zdarzeniach oraz P(A’) = 0,6, P(B) = 0, 5,
P(AUB)=0,T7.

Uzupetnij rownosci, wpisujac odpowiednie liczby zapisane za pomocg utamkéw dziesietnych.




Cwiczenie 7 @

Wiadomo, ze A, B s zdarzeniami tej samej przestrzeni zdarzen elementarnych i P jest
prawdopodobienstwem okreslonym na tych zdarzeniach. Oblicz P(A \ B), jesli

1 2 . 1
Pouktadaj w odpowiedniej kolejnosci rozwigzanie zadania.

P(A\ B) = P(A) — P(AN B) 2
P(AuB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) =
Korzystamy ze wzoru na prawdopodobienstwo sumy zdarzen. =
+=2+41-P(ANB) =
3+ =13 — P(ANB) =
P(A\B) =% -4 :
Podstawiamy do wzoru na prawdopodobienstwo sumy zdarzen odpowiednie liczby. %
P(A\B) =1 =
Teraz skorzystamy ze wzoru na prawdopodobienstwo réznicy zdarzen. =
PANB) =% - K- % :
Do wzoru na prawdopodobienstwo réznicy zdarzen podstawiamy odpowiednie N
liczby. v
Odpowiedz: prawdopodobienstwo réznicy zdarzen A i B jest rowne %. =
Wyznaczamy prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen. =



Cwiczenie 8 @

Wiadomo, ze A, B s zdarzeniami tej samej przestrzeni zdarzen elementarnych i P jest
prawdopodobienstwem okreslonym na tych zdarzeniach.

Wykaz, ze jezeli P(A) = £ i P(B) = 4, to:

2 <P(ANB) <

S3{[9%)



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wlasnos$ci prawdopodobienstwa

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XII. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka. Zakres podstawowy.
Uczen:

1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

o okresla niektore wiasnosci prawdopodobienstwa

 oblicza prawdopodobienstwo sumy zdarzen, korzystajac z odpowiedniego wzoru
 oblicza prawdopodobienstwo roznicy zdarzen, korzystajagc z odpowiedniego wzoru

e przeprowadza proste rozumowania, majgce na celu udowodnienie zapisanych wzoréw
» dobiera model matematyczny do danej sytuacji z kontekstem realistycznym

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e tak - nie
e oSmiornica



Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego
e pracaw parach

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer
» kartony, mazaki, kostki do gry, monety

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie przypominaja poznane wiadomosci dotyczgce prawdopodobienstwa,
z uwzglednieniem definicji i wzorow.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalaja kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie podzieleni na mate grupy, buduja zadania dotyczace obliczania
prawdopodobienstwa w rzutach kostka i monetami. Analizujgc wyniki rzutow kostka,
monetami, kostkg i monetami, starajg sie sformutowac zaobserwowane wtasnosci
prawdopodobienstwa.

2. Uczniowie wspolnie pracuja metodg tak - nie. Liderzy przedstawiajg wyniki prac
swoich grup. Pozostali albo zgadzajg si¢ z wnioskami - TAK, albo uznaja je za
niepoprawne — NIE.

Wszystkie propozycje TAK zapisywane sg na tablicy.

3. Uczniowie zapoznajg si¢ z zapisanymi w sekcji ,Przeczytaj” wlasnosciami
prawdopodobienstwa (pierwsze z podanych w ,Przeczytaj” twierdzen), poréwnuja ze
swoimi zapiskami korygujq je i wspolnie udowadniajg wlasnosci.

4. Druga czeS$¢ zaje¢ rozpoczyna sie od przypomnienia dziatan na zbiorach, sporzadzenia
odpowiednich rysunkow i zapisania odpowiednich wzorow.

5. Naich podstawie, metoda oSmiornicy, uczniowie pracujgcy w parach, starajg sie
sformutowac twierdzenia na prawdopodobienstwo sumy, iloczynu i réznicy (macki
oSmiornicy dotykajg odpowiednich wzoréw mnogos$ciowych, a na mackach
zapisywane sg odpowiadajace im wzory na prawdopodobienstwo).

6. Wybrana para ucznioéw przedstawia wymyslone przez siebie twierdzenia, reszta
uczniow wprowadza ewentualne korekty do propozycji. Dla przykladu uczniowie
udowodniajg jedno z zapisanych twierdzen.

7. Teraz uczniowie rozwiazujg samodzielnie zadania zapisane w sekciji ,Przeczytaj’

i w infografice, poréwnujac swoje rozwigzania z zawartymi w materiale.



Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par.

Praca domowa:
Uczniowie maja za zadanie wykonac¢ ¢wiczenia interaktywne.
Materialy pomocnicze:

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa. Wilasnosci prawdopodobienstwa. Obliczanie
prawdopodobienstw zdarzen losowych

Wskazowki metodyczne:

Infografika moze by¢ wstepem do zaje¢, wtedy uczniowie rozpoczng zajecia od
udowodnienia zapisanego tam twierdzenia.
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