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Historia i okreslenie logarytmow

Wprowadzenie

Przeczytaj
Audiobook
Sprawdz sie

Dla nauczyciela



Zrédto: LUM3N na Pixabay, domena publiczna.

W zyciu codziennym zwykle mamy do czynienia z niewielkimi liczbami. Czesto

w obliczeniach wykorzystujemy kalkulator, ale w razie koniecznosci jesteSmy w stanie
dokonac obliczen w pamigci lub na kartce. Jednak wraz z rozwojem nauki i techniki rosnie
potrzeba wykonywania dziatan na duzych liczbach.

Jak naukowcy radzili sobie z obliczeniami przed erg komputerow? Nie udzielimy na to
pytanie wyczerpujacej odpowiedzi, ale zarysujemy ide¢ towarzyszgca powstaniu pewnego
narzedzia matematycznego, ktore w swoim czasie przyczynito sie do rozwoju nauki,

a zatem rowniez calej cywilizacji. Istota logarytmu, bo o nim mowa, polega na tym, ze
korzystajgc z jego wiasno$ci mozna zamieni¢ pracochtonne mnozenie liczb naich
dodawanie, co znacznie upraszcza rachunki.

Twoje cele

Zastosujesz definicje logarytmu.

Uzasadnisz niewymierno$c¢ niektorych logarytmow.
Rozpoznasz, czy dany logarytm jest liczbg wymierna.
Porownasz wartosci logarytmow.



https://pixabay.com/it/users/lum3n-1066559/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1622448
https://pixabay.com/it/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1622448

Przeczytaj

Logarytm definiujemy nastepujaco:

Logarytm o dodatnieji roznejod 1 podstawie a z dodatniejliczby a to wyktadnik potegi, do
jakiej nalezy podnie$¢ a, aby otrzymac b.

Powyzsza definicje mozna zapisa¢ symbolicznie:

log,b=c<a°=ba>0,a#1b>0.
Przyktad 1

log;9 =2,b03%> =9
log, 16 = 4,bo 2* = 16
logs5 =1,bo5! =5
logg1 =0,bo6° =1

log; & = —2,bo 7%= &

w |~

logs, 4 = %,bo 645 =4

log 5 2v/Z = 3, bo (\/5)3 — 22

Najczesciej we wspotczesnej matematyce uzywamy systemu dziesietnego, zatem na
szczeg0lng uwage zastugujg logarytmy o podstawie 10. Przyjeto sie, ze w przypadku
logarytmu dziesig¢tnego nie notujemy podstawy:

log;pa =loga, a > 0.
Przyktad 2

log 100 = 2, bo 10% = 100

log w55 = —3,b010 7% = s
log0,01 = —2,bo 102 =0, 01
log ¥/100 = 2,bo 107 = ¥/100

We wszystkich powyzszych przyktadach, w wyniku logarytmowania otrzymalismy liczby
wymierne. Istniejg jednak logarytmy, ktore sg liczbami niewymiernymi.
Przyktad 3
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javascript:void(0);

Rozwazmy log, 3. Udowodnimy, Ze jest to liczba niewymierna. Dowod przeprowadzimy
metoda nie wprost.

Sprawdzmy, do czego doprowadzitoby nas przypuszczenie, ze log, 3 jest liczba
wymierng. Poniewaz kazdg liczbe wymierna mozna zapisac jako utamek zwykty
nieskracalny, to istniejg liczby catkowite p i g, dla ktorych log, 3 = %.

Zauwazmy ponadto, ze log, 3 > log, 2 = 1. Zatem log, 3 jest liczba dodatnig, mozemy
wiec przyjac zatozenie, ze p i q s liczbami naturalnymi dodatnimi. Wprost z definicji
logarytmu wynika, ze 27 = 3. Obie strony tego rownania sg nieujemne, mozemy je
podnies¢ do potegi g, otrzymujac rownanie rownowazne 2P = 34.

Poniewaz pi q s3 liczbami naturalnymi, wiec lewa strona rownania jest iloczynem samych
dwaijek, zas prawa - iloczynem samych trojek. Zatem nie jest mozliwe, aby obie strony
byly rowne.

Przypuszczenie, ze log, 3 jest liczba wymierng, doprowadzito do sprzecznosci, zatem
log, 3 nie moze by¢ liczba wymierna, czyli log, 3 jest liczbg niewymierna.
Ciekawostka

W matematyce bardzo wazna role odgrywa liczba e (stata Eulera, liczba Nepera)

w przyblizeniu réwna 2, 718281828459... Pod pewnymi wzgledami przypomina ona
liczbe m. Jedng z ich cech wspolnych jest to, ze obie s3 niewymierne. Wykorzystuje sie¢ ja
rowniez w fizyce. Liczba ta jest m.in. podstawg logarytmoéw zwanych naturalnymi. Do
zapisu logarytmu naturalnego uzywamy nieco innej konwenciji:

log,a =1Ina, a>0
Stownik
logarytmowanie

dziatanie odwrotne do potegowania
logarytm

wykladnik potegi, do ktérejnalezy podnies¢ podstawe potegi, aby otrzymac liczbe
logarytmowana:

log,b=c<a°=b, a>0,a#1b>0



Audiobook

Polecenie 1

Zapoznaj sie z informacjami na temat logarytmow i odpowiedz na ponizsze pytania.

Audiobook mozna wystuchac pod adresem: https:/zpe.gov.pl/b/PhnZtHMGN

Definicja logarytmu

Od bardzo dawna naukowcy, miedzy innymi astronomowie i fizycy, uzywaja do swoich
obliczen duzych liczb. Czesto pojawia si¢ tez potrzeba wykonywania na nich pewnych
obliczen. W czasach, kiedy na $wiecie nie bylo jeszcze kalkulatoréw ani komputerow,
mnozenie takich liczb byto bardzo ucigzliwe. Dlatego do pewnych operacji uzywano
logarytmow, ktore pozwalaty zamieni¢ pracochtonne mnozenie na tatwiejsze
dodawanie.

Za ojca logarytmow uwaza sie Johna Napiera - bogatego szkockiego wiasciciela
ziemskiego. W swoim dziele z 1614 roku Napier rozpowszechnit podany przez Josta
Biirgiego sposob budowy tablic umozliwiajacych mnozenie liczb za pomoca dodawania
innych liczb. Logarytmy dziesietne zostaly wprowadzone trzy lata pozniej przez
Henry'ego Briggsa zainspirowanego lekturg dzieta Napiera i dyskusjami z jego autorem.

Wynalezienie logarytmow byto krokiem milowym, ktory znaczaco utatwit prace
rachunkowe astronomom, zeglarzom, inzynierom i matematykom, mi¢dzy innymi

Johannowi Keplerowi oraz Izaakowi Newtonowi.
Dzisiejsza formalna definicja logarytmu brzmi:

Logarytm o dodatnieji roznej od jedynki podstawie a z dodatniejliczby b to wyktadnik
potegi, do ktorej nalezy podnies¢ podstawe a, aby uzyskac liczbe b.

Logarytmy maja mnostwo wilasnosci analogicznych do wlasnosci potegowania. Do
najwazniejszych wzorow nalezg: logarytm iloczynu, logarytm ilorazu, logarytm potegi
oraz zamiana podstawy logarytmu.

Obecnie logarytmy stosuje sie w chemii - do definiowania skali pH, w fizyce - na
przyklad do definiowania poziomu natezenia dzwigeku oraz wysokosci dzwieku, w
statystyce, ekonomii, astronomii, a nawet psychologii. Skala Richtera, za pomoca ktorej

mierzy si¢ natezenie trzesienia ziemi, rowniez ma zwiazek z logarytmami.


https://zpe.gov.pl/b/PhnZtHMGN

Ciekawym zastosowaniem logarytmow jest Prawo Benforda sformutowane po raz
pierwszy w 1881 roku przez kanadyjskiego astronoma i matematyka Simona Newcomba.
Zauwazyt on, ze w tablicach logarytmicznych znajdujgcych sie w bibliotece pierwsze
strony sg brudniejsze, a co za tym idzie czeSciej przegladane, niz dalsze. Swoim
odkryciem podzielit si¢ ze Swiatem na tamach American Journal of Mathematics, jednak
nie zostato ono docenione. Po 57 latach podobng obserwacje poczynit Frank Benford.
Sformutowatl on prawo, ktore orzeka, ze w duzych zbiorach liczbowych cyfra x
wystepuje z czestoscia rowng logarytmowi dziesietnemu z odwrotnosci liczby x
powiekszonej o 1. Swoje obserwacje popart empirycznie, weryfikujac je na zestawach
takich danych jak: powierzchnie rzek, liczby drukowane w gazetach i ceny. Dzi$ prawo
Benforda stosuje si¢ miedzy innymi do wykrywania defraudacji oraz sprawdzania
poprawnosci zeznan podatkowych.

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.



Polecenie 2

Logarytmy staty sie bardzo popularne wsréd naukowcéw, bo...

() ufatwiaty dodawanie.

() utatwiaty mnozenie.

Logarytmy dziesietne wprowadzit...

() Henry Briggs.

() John Napier.

Logarytmy definiuje sie przy pomocy...

() dodawania.

() potegowania.

Prawo Benforda po raz pierwszy sformutowat...

() Frank Benford.

() Simon Newcomb.



Polecenie 3
Umies¢ logarytmy na osi liczbowej przy odpowiadajacej im wartosci liczbowe;j.

-5 -4 -3 -2 -1 0] 1 2 3 4 5
__I____I_--_____>

1) logy(5) 2 logy(5) 3 logy(55) 4 logy8 5 log,16  6) log, 32

7) log, 4 8) log,1  9) logy(35)  10) logy2  11) logy (%)

Polecenie 4
Umiesc¢ logarytmy na osi liczbowej przy odpowiadajacej im wartosci liczbowe;j.

-5 -4 -3 -2 -1 0] 1 2 3 4 5
| _I____I_--_____>

1) logz9 2 logs(§) 3) logz243  4) logs(w3)  5) logz 81 6) logy 27

7) logz(5) 8)logs3  9)logz(g7)  10) loggl  11) logs ()



Polecenie 5

Na podstawie powyzszych polecen uzupetnij twierdzenie:

Z dwéch logarytméw o tej samej podstawie wiekszej od 1 ten jest wiekszy, ktérego liczba

______________

‘ mniejsza ’ ‘ wieksza ’




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O ) @

Cwiczenie 1

Oblicz i wpisz w luki odpowiednie liczby.

.+ log, 16 =| |

. log327=‘ ’

- logz (3F) =| |

- log, ;1,21 =| |

+ log,,125 = |

+ logs (35) = |

. log231:‘ ’

Cwiczenie 2

Oblicz, a nastepnie uzupetnij luki, wpisujgc odpowiednie liczby.

. log\@8:‘ ’

- log 35 = |

' logﬁ(zi?) = |

+ log7( 3 ) =| |




Cwiczenie 3 »

Umies¢ logarytm na osi przy odpowiadajacej im wartosci liczbowej.

-5 -4 -3 -2 -1 0] 1 2 3 4 5
__I____I_--_____>

1) log % 2) log% é—? 3) log: % 4) log% 32 5) log% (%) 6) log%(%)

2
2 3 243

7) log2 (2) 8 log 2 = 9 log%(%:*) 10) log 2 (25) 11 log: 1

Cwiczenie 4 Q@

Umiesc¢ logarytm na osi przy odpowiadajacej im wartosci liczbowe;j.

-4 -3 2 -1 0 1 2 3 4
——-———l_-———_>

Dlogs(5) 2logs(F) 3 logs(Fy) 4 logsl  5)logs ()

6) logs (55) 7 log: (%) 8 loga(gy) 9 loga(3)



Cwiczenie 5 »

Na podstawie dwdéch poprzednich ¢wiczen wyciagnij wnioski i uzupetnij ponizsze twierdzenie.

Sposrod dwdch logarytmow o tych samych podstawach bedacych liczbami z przedziatu (0, 1)

______________

‘ wieksza ’ ‘ mniejsza ’

Cwiczenie 6 O
Oblicz x, a nastepnie uzupetnij luki, wpisujac odpowiednie wartosci.

1
« loggsz = 5

o= |




Cwiczenie 7

Wstaw znak <, > albo =.

Znak rownosci lub

nieréwnosci
log, 17 log, 21
log 26 2
log% ) logé 6
log% ) 2

Cwiczenie 8

Zaznacz wszystkie liczby wymierne.

log 10

log 36
log1s (77)
logs 7
log g6 14

log,; 2

o o 0o o o g 0O



Cwiczenie 9 @

Utéz ponizsze zdania we wtasciwej kolejnosci tak, aby otrzymac dowdd faktu, ze log 35 jest
liczbg niewymierna.

Poniewaz obie strony powyzszego rownania sg dodatnie, wiec mozna je podnies¢ do

potegi g otrzymujac rownanie rownowazne: 3% =5 v
Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze logs 5 nie moze by¢ liczbg wymierna s
Zatézmy, ze liczba logs 5 jest liczbg wymierng 2
Poniewaz logs 5 > logs 3 = 1 > 0, wiec pi g sa liczbami naturalnymi =
Zauwazmy, ze lewa strona powyzszego réwnania jest iloczynem troéjek, zas prawa - R
iloczynem piatek v
Liczbe logs 5 mozna przedstawic jako iloraz liczb catkowitych pi q: logs 5 = % a
Woprost z definicji logarytmu wynika rownos¢ 3% =5 =



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Historia i okreslanie logarytmow

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres podstawowy
Podstawa programowa:

Zakres podstawowy.

I. Liczby rzeczywiste.

Uczen:

9) stosuje zwigzek logarytmowania z potegowaniem, postuguje si¢ wzorami na logarytm
iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencije cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie¢;

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji.
Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje definicje logarytmu.

 uzasadnia niewymiernos¢ niektorych logarytmow.

e rozpoznaje, czy dany logarytm reprezentuje liczbe wymierna.
e porownuje ze soba logarytmy.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e Sniegowa kula;



e burza mozgow;
o dyskusja;
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem audiobooka i ¢wiczen interaktywnych.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami i dostepem do internetu, stuchawki;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg zajeé:
Faza wstepna
1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

2. Sniegowa kula. Uczniowie w parach, korzystajac z dostepnych materiatow, przygotowuja
definicje logarytmu. Nastepnie taczg sie¢ w czworki, porownuja efekty swojej pracy, koryguja
je i ustalajg wspolng wersje. W kolejnym kroku uczniowie facza si¢ w coraz liczniejsze grupy,
powtarzaja czynnosci az do sformutowania ogolnoklasowej definicji. Nauczyciel czuwa nad
poprawnoscig wykonania zadania.

Faza realizacyjna
1. Analiza przyktadow, ktorych wynikami logarytmowania sg liczby wymierne.

2. Burza mozgow. Nauczyciel pyta, czy logarytm moze by¢ liczbg niewymierna. Prosi, by
uczniowie uzasadnili swoje odpowiedzi. Moderator zapisuje propozycje na tablicy. Zostang
one zweryfikowane poznie;j.

3. W nastepnym kroku wspolne przeprowadzenie dowodu metodg nie wprost. Uczniowie
udowadniaja, ze log, 3 jest liczbg niewymierna. Nastepuje weryfikacja pomystow zapisanych
podczas burzy mozgow.

4. Praca z audiobookiem. Uczniowie po wystuchaniu materialu weryfikujg stworzona na
poczatku lekcji definicje i w miare potrzeby uzupetniaja ja. Wykonuja tez ¢wiczenia
dotaczone do audiobooka. Na koniec dyskutuja o zastosowaniach logarytmow nie tylko
w matematyce.



5. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela. Wspolnie
omawiajg odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:
1. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:
Uczniowie rozwigzuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty zrobione podczas lekciji.
Materialy pomocnicze:

» Definicja logarytmu. Wtasnosci logarytmu
» Drzialania na logarytmach. Przyktady

Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze poprosi¢ uczniow o wystuchanie audiobooka przed zajeciami. W fazie
wstepnejlekcji powinien sprawdzi¢, co uczniowie zrozumieli i zapamietali z wystuchanego
materialu. Audiobook moze tez by¢ materiatem pomocniczym w przygotowaniu przez
uczniow samodzielnej prezentacji multimedialnej, ktora zostanie wykorzystana w czasie
zaje¢ powtorzeniowych przeprowadzonych metodg lekcji odwrocone;.
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