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Obliczenia geometryczne z wykorzystaniem

twierdzenia cosinusow

Zrédto: Dung Tran, dostepny w internecie: https:/pixabay.com/.

Twierdzenie cosinusow to twierdzenie okreslajace zwigzek miedzy katem i bokami

w trojkacie. Jest ono wykorzystywane w szczeg6lnosci do obliczania dlugosci bokoéw i miar
katow w trojkacie czy do okreslania rodzaju trojkata. W zyciu codziennym mozemy je
wykorzysta¢ w pomiarach geodezyjnych (obliczenie wspotrzednych punktu za pomocg
wciecia liniowego) albo w budownictwie (wyliczenie rzeczywistych dlugosci krokwi przy
danych katach pochylenia potaci dachu i dlugo$ciach rzutow krokwi).

W tym temacie e-podrecznika zapoznasz si¢ z innymi zastosowaniami tego twierdzenia.

Twoje cele

» Poznasz typowe zastosowania twierdzenia cosinus6w do obliczen geometrycznych,
w szczegolno$ci poznasz i udowodnisz wzor na dlugo$¢ dwusiecznej trojkata

» Poznasz zastosowania twierdzenia cosinusow w dowodach geometrycznych.

o Poznasz twierdzenie Stewarta.




Przeczytaj

Czesto chcemy obliczy¢ dlugosc¢ jakiegos odcinka w trojkacie. Jednym z takich odcinkow
jest srodkowa trojkata.

Przeanalizujmy sposob postepowania w rozwigzaniu tego zagadnienia.
Przyktad 1

Wyprowadzimy wzor na dtugos¢ srodkowej AD trojkata ABC o bokach diugosci
a = |BC|,b=|AC|,c = |AB|.

Rozwigzanie

o I'sposob:
Przyjmijmy standardowe oznaczenia trojkgta oraz oznaczmy diugo$c¢ srodkowej AD
symbolem m,, jak na rysunku.
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Z twierdzenia cosinusow zastosowanego dla kata 8 w trdojkatach ABC i ABD
otrzymujemy

b’> = a® + ¢ — 2accos Borazm? = (%a)2 +c—-2. %accosﬂ.

Poniewaz dtugosci bokow trojkata A BC mamy dane, wiec otrzymany uklad réwnan
zawiera dwie niewiadome, m,, i cos 8. Wystarczy wigc z jednego z tych réwnan
wyznaczy¢ niewiadomg cos 3 i podstawi¢ otrzymang wielko$¢ do drugiego

rownania. Otrzymamy wtedy rownanie z niewiadomg m,,.
2 2 2
a’+c-b

5., wiec stad i z drugiego rownania

W naszym przypadku: cos =
otrzymujemy

mi = (ba)’ 40— €L 1gl 4P Lgt Loty 3 =
= b2+ 12 — ta? = (202 + 2¢% — a?),

skad m, = +v/2b% + 2¢% — a2

W ten sposob wyprowadziliSmy wzor na dtugos¢ srodkowej trojkata.
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o II sposdb:
Przyjmijmy standardowe oznaczenia trojkata, jak na rysunku.

A

Podobnie, jak w I sposobie dwukrotnie wykorzystamy twierdzenie cosinusow, ale
tym razem zastosujemy je w trojkatach ABD i ACD dlakatow ¢ i180° — ¢.
Otrzymujmy wtedy

= (%a)2 +m2—2. %a - My, COS  Oraz

b = (%a)2 +m2—2-+a-m,cos(180° — ).

Poniewaz cos(180° — ¢) = — cos ¢, wiec otrzymane réwnosci mozemy zapisac
w postaci
¢ = +a% +m? — amgy cos p oraz b? = +a? + m? 4 am, cos .

W ten sposoéb otrzymali$my, tak jak to byto w I sposobie rozwiazania, uktad dwoch
rownan z niewiadomymi m, i cos ¢. Dodajac te rbwnania stronami, otrzymujemy
b2+ c? = 2a2 4+ 2m2. Stad m2 = 302 + 2 — La? = L (207 + 22 — a?), wiec
mg = %\/21)2 + 2¢2 — a?.

Przyktad 2

Wyprowadzimy wzor na dtugos¢ dwusiecznej AD trojkata ABC o bokach dlugosci
a = |BC|,b=|AC|,c = |AB|.

Rozwigzanie

Przypomnijmy na poczatek, ze dwusieczng trojkata nazywamy odcinek, ktorego jednym
z koncow jest wierzchotek trojkata, a drugim punkt przeciecia dwusiecznejkata
wewnetrznego przy tym wierzchotku z przeciwlegtym bokiem. Oznaczmy |AD| = d,,.
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W pierwszym etapie rozwigzania wyznaczymy dlugosci odcinkow BD i C'D w zalezno$ci
od dtugosci bokow trojkata. Niech |BD| = z. Wtedy |CD| = a — .

0

. . . . . D BD .
Z twierdzenia o dwusiecznej kata wewnetrznego trojkgta mamy ‘Ifl_Cl = ﬁ, czyli
ot = +.Stad bx = ac — cx, wiec bx + cz = ac. Zatem (b + c)z = ac, skad z = 1%,
czyli |[BD| = 5. Wobec tego [CD| =a -z =a — 35 = b‘fc.

Drugi etap dowodu przeprowadzimy dwoma sposobami, analogicznymi do sposobow
omoOwionych w Przyktadzie 1.

o Isposdb:
Zastosujmy twierdzenie cosinusoéw dla kata S w trojkatach ABC' i ABD.



Otrzymujmy w ten sposob uktad rownan
b> =a? + 2 — 2accosPBorazd? = x? + ¢ —2-zccos B

z niewiadomymi d,, « i cos . Z poprzedniej cze$ci dowodu mamy jednak = -

b+c

wiec otrzymujemy uklad rownan
b? = a? + ¢® — 2accos Boraz d2 = (< )2 +c2—2.% .ccosfB

b+c b+c
z dwiema niewiadomymi d,, i cos 8. Z pierwszego réwnania wyznaczamy
L a4p? . . , _ 2 2 2 ; i
cos f = “—5—— (mozemy tez wyznaczyC¢ 2accos 3 = a” + ¢ — b”). Stad i z drugiego

rownania dostajemy
2 21 02 p2
di:(ac) +C2_2'ac'c.a+c .

btc b+c 2ac

Pozostaje tylko doprowadzi¢ ten wynik do prostszej postaci.

2 _ _ad’c 2 a4+
do = o7 T~ 5
= (bfc)Z <a,20 +ec(b+c)’ = (b+c) (a® +c* — b2)) =
= (@t (bt o)(elb+ o) — (a2 + 2 1?))) =
= i late + B )b a 4 17)) =
= (b—fc)f (a2c + b%c — a®b + b + bc? — a’c + bzc) =
_ _c 2. 2 3 2 | p2.) — b (p2 2 2\
= T (b’c — a®b + b + bc? + b’c) = oL (b2 + 2bc + ¢ — a?) =

Zatem d, =

IT sposoéb:
Zastosujmy twierdzenie cosinusow dla katow ¢ i 180° — ¢ w trojkagtach ACD i ABD



A

Otrzymujemy w ten sposob uktad rownan

v = d? + |CD|* — 2d, - |CD| cos ¢ oraz

¢ =d2 + |BD|* — 2d,, - |BD| cos(180° — o).

Stosujac wzor redukeyjny cos(180° — ¢) = — cos ¢, mozemy ten uktad zapisaé
w postaci

> = d2 + |CD|* — 2d, - |CD| cos ¢ oraz ¢® = d? + |BD|* + 2d,, - | BD| cos ¢.

Mnozgc obie strony pierwszego rownania przez | BD|, a drugiego przez |CD|,

otrzymujemy
|BD|-v* = |BD| - d2 + |BD| - |CD|’ — 2d,, - |BD| - |CD| cos ¢
oraz

|ICD|-c? = |CD|-d2 + |CD| - |BD” + 2d, - |CD| - |BD| cos ¢.

Dodajgc stronami, dostajemy kolejno:

|BD|-b® +|CD|-¢® = |BD|-d2 +|CD|-d2 + |BD|-|CD|* + |CD| - |BD]?,
|BD|-b*+ |CD|-c® = (|BD|+|CD|)-d* + |BD| - \CD\ (|BD| + |CD]).
Poniewaz |BD| + |CD| = a oraz |BD| = 45 1|CD| = b+ :
w pierwszym etapie rozwigzania, wiec rOwnanie to mozemy zapisa¢ w postaci
b2 4 2 b+c c2:a-dz+%-“—b-a.

co wykazaliSmy

b+c b+c
Dzielgc obie strony rownania przez a, otrzymujemy kolejno
b—T—c 'b2+b—l|)-_c°c2:dgé+ b(—zi-cc ) b(—zfc’
b*ctbc? — 2 a’be
b+c « (b+c)2 )
d2 = b’ct+bc®  _a’be
bte (b+e)"”
d2 = be(b+e)  _a?be
b+e (b+c)*”’
L — bc((b+c)2—a2)
@ (b+e)

bc((b+c)2—a2)

Zatemd, = T

Zarowno w przypadku wyprowadzenia wzoru na dtugos¢ srodkowej trojkata, jak i wzoru na
dlugos¢ dwusiecznej trojkata korzystaliSmy dwukrotnie z twierdzenia cosinusow w dwoch



trojkatach, przy czym twierdzenie to stosowalismy dla tego samego kata lub dla katow, ktore
sumowaly sie do 180°. Warto te technike zapamietac.

Srodkowa tréjkata oraz dwusieczna trojkata to szczegolne przypadki odcinka, ktorego
jednym z koncow jest wierzchotek trojkata, a drugim punkt lezgcy na przeciwlegltym boku.
Okazuje sie, ze istnieje zalezno$¢ miedzy dlugoscig takiego odcinka, a dtugosciami
odcinkow powstatych na boku trojkata i dlugosciami bokow trojkata. Zaleznosc¢ ta zostata
podana i udowodniona przez szkockiego matematyka Matthew Stewarta. Sformutujemy

i udowodnimy ta zaleznosc.

Twierdzenie: Stewarta

Punkt D lezy na boku AB tréjkata ABC oraz |AB| = c,
|AD| = z, |BD| = y, jak na rysunku.

BC| =a,|AC| =,

CD| = d,

C

A D ¢ B
Wtedy prawdziwa jest rownosc:
a’z + b’y = d?c + cxy.
Dowéd

Niech ¢ = |<ADC|. Wtedy |<<BDC| = 180° — ¢.
C




Z twierdzenia cosinusow dla katéw ¢ i 180" — ¢ w tréjkatach ADC' i BC'D otrzymujemy
ukiad rownan

b = d? + 2* — 2dx cos p oraz a® = d® + y* — 2dycos(180° — ).

Poniewaz cos(180° — ¢) = — cos ¢, wiec mozemy ten uktad zapisa¢ w postaci

b = d? + x? — 2dx cos p oraz a®> = d> + 3 + 2dy cos .

Mnozac obie strony pierwszego rownania przez y, a drugiego przez x, otrzymujemy
b y = d*y + 2%y — 2dxy cos ¢ oraz a’x = d’z + xy? + 2dxycos .

Stad, po zsumowaniu stron tych rownan, dostajemy kolejno:

a’z + b’y = d*x + d’y + 2y + 29,

a’z + b’y = d*(z + y) + (= + y)zv.

Poniewaz x + y = ¢, wi¢c otrzymujemy

a’lz + b’y = d’c + cxy.

To konczy dowdd.

Znajomos¢ tego twierdzenia oraz umiejetnosSc jego zastosowania nie jest objeta
wymaganiami podstawy programowej, warto jednak je pamietac, gdyz pozwala znacznie
skroci¢ rozwigzanie problemu w niektorych sytuacjach.

Stownik
wzor na dtugos¢ srodkowej trojkata

dtugos¢ srodkowej trojkata o bokach diugosci a, b, ¢ poprowadzonej do boku o dtugosci a
jest rowna:

me = 5V 2b% 4 2¢ — a?
wzor na dtugosc¢ dwusiecznej tréjkata

dlugos$¢ dwusiecznej trojkata o bokach dtugosci a, b, c poprowadzonej do boku
o dtugosci a jest rowna:

bc((b+c)2—a2>
b+-c

do =



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z rozwigzaniem zadania z pierwszego przyktadu w zamieszczonej animacji.

Film dostepny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DI1gOHjWVE

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej obliczen geometrycznych z wykorzystaniem
twierdzenia cosinusow.

Polecenie 2

Wykorzystujac metode omoéwiong w pierwszym przyktadzie zamieszczonym w tej animacji,
oblicz dtugos¢ boku AB trojkata ABC, w ktérym |[<BAC| = 60°, |BC| = 13i |AC| = 8.
Poréwnaj otrzymany rezultat z rezultatem z przyktadu. Zastandw sie, co jest przyczyng innego
rezultatu.

Polecenie 3

Zapoznaj sie z rozwigzaniem drugiego zadania w zamieszczonej animacji. Wykorzystujac
omowiong metode, oblicz dtugos¢ przekatnej trapezu réwnoramiennego o bokach dtugosci 3,
5, 5, 7. Jesli wczesniej nie rozwigzywates zadan z sekcji ,Sprawdz sie”, to po rozwigzaniu tego
zadania, wykonaj Cwiczenie 7 z sekcji ,Sprawdz sie”.



https://zpe.gov.pl/a/D1gOHjWvE

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)
Na rysunku przedstawiony jest tréjkat prostokatny ABC. lle jest réwna dtugosé
dwusiecznej C'D tego tréjkata?

Cwiczenie 2 ¢
Kat ostry rombu jest rowny 45°. lle jest rowny stosunek dtugosci przekatnych (dtuzszej

do krotszej)?




Cwiczenie 3 @]
Punkt D dzieli bok AB trojkata ABC na odcinki AD i BD o dtugos$ciach 4 i 5, a boki
AC'i BC tego trojkata majg dtugosci 8 i 7, jak na rysunku.

C

Cwiczenie 4 O
Boki tréjkata A BC maja dtugosci rowne |AB| = ¢, |BC| = ai|AC| = b. Punkt D
dzieli bok AB tréjkata ABC na odcinki AD i BD w stosunku |AD| : |[BD| =1: 2.

C

Cwiczenie 5 O

Udowodnij, ze jezeli dtugosci a, b, ¢ bokdw tréjkata ABC' spetniajg rownanie

ﬁ + ﬁb — 1, to kat tego tréjkata miedzy bokami o dtugosciach a i c jest réwny 60°.



Cwiczenie 6 ®
Dtugosci dwdch sasiednich bokdw rownolegtoboku ABCD s3 réwne a i b, a dtugosci

przekatnych tego rownolegtoboku sg rowne ci d.

D C

A G B

Udowodnij, ze ¢ + d? = 2a? + 2b2.

Cwiczenie 7 @
Czworokat ABC'D o bokach dtugosci a, b, ¢, d jest wpisany w okrag, a jego przekatne

majg dtugosci m i n, jak na rysunku.

Udowodnij, ze dtugos¢ przekatnej tego czworokata wyraza sie wzorem

(ad+bc)(ac+bd)
m = ab+cd :




Cwiczenie 8 @

Udowodnij twierdzenie Ptolemeusza:

W czworokacie wpisanym w okrag iloczyn dtugosci przekatnych jest rowny sumie

iloczynéw dtugosci przeciwlegtych bokéw. Przy oznaczeniach jak na rysunku

teza tego twierdzenia ma postac

mn = ac -+ bd.

W dowodzie wykorzystaj wzér na dtugosé przekatnej czworokata wpisanego w okrag

z Cwiczenia 7.



Dla nauczyciela

Autor: Henryk Dgbrowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Obliczenia geometryczne z wykorzystaniem twierdzenia cosinusow
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria

Zakres podstawowy. Uczen:

2) rozpoznaje trojkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne przy danych dtugosciach
bokow (m.in. stosuje twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa i twierdzenie
cosinusow); stosuje twierdzenie: w tréjkgcie naprzeciw wiekszego kata wewnetrznego lezy
dtuzszy bok;

12) przeprowadza dowody geometryczne.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe
Cele operacyjne:

Uczen:

 oblicza dtugosci srodkowych i dwusiecznych trojkata, postugujac sie poznanymi
wzorami wynikajgcymi z twierdzenia cosinusow

 stosuje twierdzenie Stewarta w typowych sytuacjach

o przeprowadza dowody geometryczne, wykorzystujgc twierdzenie cosinusow

Strategie nauczania:
o konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



o dyskusja
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer; lekcje te mozna przeprowadzi¢, majac do dyspozycji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi o przypomnienie twierdzenia cosinusow i okreslenie typowych
sytuacji, w ktorych to twierdzenie mozna zastosowac.

2. Nauczyciel prosi uczniow, zorganizowanych w grupy, o przeanalizowanie obu
sposobow wykorzystania twierdzenia cosinusoOw do wyznaczenia wzoru na dtugos¢
srodkowej trojkata z Przyktadu 1.

3. Uczniowie, przy ewentualnej pomocy nauczyciela, omawiajg najwazniejsze elementy
metody wykorzystanejw Przyktadzie 1.

4. Nauczyciel prosi o przypomnienie twierdzenia o dwusiecznej kata wewnetrznego
trojkata.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi uczniow (pracujacych indywidualnie lub w matych grupach)
o wykonanie polecenia z Przyktadu 2 - wyprowadzenie wzoru na dtugos¢ dwusiecznej
trojkata (w razie pytan zwraca uwage, na roznice miedzy dwusieczng kata trojkata
i dwusieczna trojkata).

2. Wybrany uczen (lub reprezentant grupy) przedstawia wynik pracy calejklasie.
Nauczyciel inspiruje krotka dyskusje na temat metody uzytej do wyprowadzenia wzoru.

3. Nauczyciel zapoznaje ucznioéw z twierdzeniem Stewarta i, o ile czas na to pozwala,
poleca uczniom zapoznanie si¢ z innym dowodem tego twierdzenia podanym
w Przyktadzie 3. Samodzielne przeprowadzenie dowodu tego twierdzenia moze tez
by¢ zadaniem domowym.

4. Nauczyciel wyswietla animacje — wybrany uczen rozwiazuje Polecenie 2.

5. Uczniowie wykonuja zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujac
umiejetnosci z réznych dzialow matematyki.



Faza podsumowujaca:

» Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byty omawiane w trakcie lekciji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaly wykonane w czasie zaje¢ oraz przeprowadzili dowdd zalezno$ci omawianejwe
wstepie.

Materialy pomocnicze:
Wz0r na sume i roznice cosinusow
Wskazowki metodyczne:

Ten temat e-podrecznika jest stosunkowo ,bogaty”. Mozna wybrac z niego tylko te czesci,
ktore akurat sg potrzebne w pracy dydaktyczne;j:

o wzOr na dlugosc¢ srodkowej trojkata,

o wzOr na dlugos¢ dwusiecznej trojkata,

» wzOr na dlugosc¢ przekatnej czworokgta wpisanego w okrag, czy wreszcie
» twierdzenie Stewarta lub twierdzenie Ptolemeusza.

Omowienie zademonstrowanejw tym temacie metody dwukrotnego wykorzystania
twierdzenia cosinusow, jako jednej z czesto stosowanych technik obliczeniowych

w planimetrii, moze tez dobrym tematem powtorzeniowym przed sprawdzianem lub
egzaminem maturalnym.


https://epodreczniki.pl/a/wprowadzenie/D4nnokqrT

