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Zrédto: Scot Nelson, dostepny w internecie: www.goodfreephotos.com, domena publiczna.

Jak wiemy kazdy ciag jest funkcja, ktorej dziedzing jest zbior liczb naturalnych dodatnich.
Wiemy juz tez co to jest granica ciggu. Okazuje si¢, ze mozemy uogolnic¢ pojecie granicy na
dowolng funkcje. W tym temacie dowiemy sie, czym s3 ciggi argumentow oraz ciagi
wartosci funkciji.

Twoje cele

» Dowiesz sig, czym jest cigg argumentow funkciji.
» Dowiesz sig¢, czym jest cigg wartosci funkciji.
» Obliczysz granice ciggu argumentow oraz ciggu wartosci dla konkretnych funkciji.




Przeczytaj

Niech f: D; — R bedzie funkcja, ktérej dziedzing jest zbior Dy, a zbiorem wartosci jest
zbior liczb rzeczywistych.

Czym jest cigg argumentow funkcji?

Ciag argumentéw funkcji

Ciag (x,) ktorego wszystkie wyrazy nalezg do dziedziny funkciji £, tzn. ciag spelniajacy
warunek

V:veN x, € Df

nazywamy ciggiem argumentow funkciji f.
Aby lepiej zrozumie¢, czym jest cigg argumentow funkciji, spojrzmy na ponizsze przyktady.
Przyktad 1

Niech funkcja f bedzie okreslona wzorem

_ [2z—1dlaz < (0,1)
flz) = {2—xdlax€ (1,3)

Jak widzimy dziedzing funkcji f jest przedziat (0, 3).

Sprawdzimy, ktére z ponizszych ciagdéw sg ciggami argumentéw funkcii f.

lLz,=mn

2., = %

3., =2+ 1+
Rozwigzanie

1. Wypiszmy kilka kolejnych wyrazow ciggu: xy =1, z2 =2, 3 =3,... Poniewaz
tylko z; € (0, 3), a pozostate wyrazy tego ciggu nie nalezg do dziedziny funkcji f,
wiec ciag z, nie jest ciagiem argumentow funkcii f.

2. Jak wiemy, cigg x,, = % jako ciag zbiezny do 0 oraz malejacy, jest ciggiem
ograniczonym. Poniewaz a1 = 1, wiec dla kazdego n € N prawda jest, ze
zn € (0,1) C (0, 3). Zatem wszystkie wyrazy ciagu x, nalezg do dziedziny funkcji f
co oznacza, ze cigg , jest ciagiem argumentow funkcji f.

3. Zauwazmy, ze 1 = 2+ 1 = 3 £ (0, 3). Oznacza to, Ze cigg x, nie jest ciggiem
argumentow funkcii f.
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Przyktad 2
Rozwazmy funkcje dang wzorem

flz)=Vv6—-2z
Sprawdzimy, czy ponizsze ciagi sg ciggami argumentéw funkciji f.

lz,=4—n
2.2, =n—17
3.z, =4—3

n

Zanim sprawdzimy, czy podane ciagi s ciggami argumentéw funkcji f, wyznaczmy jej
dziedzine¢. Poniewaz pierwiastek kwadratowy mozemy obliczy¢ tylko dla liczb wiekszych
lub réwnych 0, wiec argumenty funkcji f musza spetnia¢ warunek 6 — 2z > 0.
Rozwigzujac uzyskang nieréwnos¢, widzimy, ze Dy = (—o0, 3).

Rozwigzanie
1. Wypiszmy kolejne wyrazy ciggu x,,:
2131:4—1:3, 2132:4—2:2, .’,E3=]., £E4:0, 335:(—1),

Jak widzimy, cigg x,, jest malejacy oraz jego pierwszy wyraz jest rowny 3, co oznacza,
ze wszystkie pozostate wyrazy sa mniejsze od 3. Zatem speiniony jest warunek (1),
czyli ciag x,, jest ciagiem argumentow funkciji f.

2. Wypiszmy kolejne wyrazy ciaggu z,,:

1 = 1-7= (—6), L9 — 2—7= (—5), ryg — (—4), Ty = (—3), LTy — (—2),

Cigg x,, jest, jak wida¢, rosngcy. Ponadto 1; = 11 — 7 = 4 ¢ Dy. Zatem wszystkie
wyrazy ciggu z,,, poczawszy od wyrazu jedenastego, nie nalezg do dziedziny funkcji
f, zatem cigg ten nie jest ciaggiem argumentow funkcji f.

3. Poniewaz lim,, ,, x,, = 4, wiec w dowolnym otoczeniu liczby 4 znajduja si¢ prawie
wszystkie wyrazy ciaggu x,,. W szczegoblnosci do otoczenia o promieniu np. € = %,
czyli do przedziatu (4 — %, 4 + %) = (3%, 5%), nalezg prawie wszystkie wyrazy
ciggu x,,. Oczywiscie zadna liczba nalezaca do przedziatu (3%, 5%) nie nalezy do
dziedziny funkcji f. Zatem ciag z,, nie jest ciggiem argumentow funkciji f.

Wazne!

Aby wykaza¢, Ze cigg z,, nie jest ciagiem argumentow danej funkcji f, wystarczy wskazac
cho¢ jeden jego wyraz, ktory nie nalezy do dziedziny funkcji f. W punktach 2. oraz 3.

w powyzszym przyktadzie udato nam si¢ wykazac¢ wiecej, tzn., ze prawie wszystkie
wyrazy danych ciggdéw nie naleza do dziedziny funkcji f. W punkcie 3. juz wskazanie, ze
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np. zg =4 — % = 3% ¢ D wystarczy do tego, aby uzasadni¢, ze cigg ,, nie jest ciggiem
argumentow funkciji f.
Czym jest cigg wartosci funkc;ji?

Wiemy juz, jak nalezy rozumiec¢ cigg argumentow funkcji. Pora, abySmy przeszli do ciggu
wartosci danej funkcii.

Ciag wartosci funkcji

Jezeli cigg (xn) jest ciggiem argumentow funkeji f: Dy — R, to ciag (f(zn)) nazywamy
ciggiem wartoS$ci funkciji f.

Spojrzmy na przykiad, ktory zilustruje pojecie ciggu wartosci funkciji.
Przyktad 3
Niech funkcja f : R — R bedzie okreslona wzorem
f(z) = 2® + 1.
Rozwazmy dwa ciggi

1z, =n,

Z.mn:%.

Wyznaczymy ciggi warto$ci dla podanych ciggéw argumentow funkcji f.

Rozwigzanie
Lf(z1)=f(1)=1+1=2
flae) = f2) =4+1=5

flz2)=f(3)=9+1=10

Ogolnie cigg wartosci funkcji mozemy zapisa¢, podstawiajac w miejsce x do wzoru
funkcji f wzor na wyraz ogélny ciggu argumentow x,. Zatem w tym przypadku
otrzymamy f(z,) = n? + 1. Interpretacje graficzna ciaggu argumentéw oraz ciggu
wartosci w tym przypadku przedstawia ponizszy rysunek.




2. W tym przypadku cigg argumentow jest rowny z,, = % Wsatwiajgc ten wzor
w miejsce z do wzoru funkcji f, dostaniemy posta¢ ciggu wartosci f(x,) = ;1; + 1.

Stad f(z1) = 2, f(m2) = 1%, f(ws) = 15, itd.
Wazne!

Z powyzszego przyktadu wynika, ze posta¢ ciaggu wartosci funkciji f jest $cisle zwigzana
z postacig ciggu argumentow tej funkciji i dla réznych ciggdw argumentow z,, otrzymamy
rozne ciggi wartosci f(z,,).

Na koniec spojrzmy na jeszcze jeden przyklad.
Przyktad 4
Niech funkcja f : R — R bedzie okreslona wzorem
f(z) = cos(x).
Zapiszemy ciggi wartosci tej funkciji dla ciggow argumentow

1. x,, = 2nm,
2.z, = (2n + ).

Rozwigzanie

1. Jak wiemy cos(0) = cos(27) = 1. Z okresowosci funkcji cosinus wynika zatem, ze
cosinus jest rowny 1 dla kazdej parzystej wielokrotnosci . Zatem
f(z,) = cos(2nm) = 1 dlakazdego n € N, czyli cigg wartosci funkcji f(z) = cos(x)
jest w tym przypadku staty i rowny 1.




2. Poniewaz cos(m) = (—1), wiec z okresowosci funkcji cosinus wynika zatem, ze
cos(3m) = (—1), cos(57) = (—1), itd. Zatem cosinus jest rowny (—1) dla kazde;
nieparzystej wielokrotnosci 7. Stad f(z,) = cos((2n + 1)w) = (—1) dla kazdego
n € N, czyli cigg wartosci funkcji f(z) = cos(z) jest w tym przypadku staly i rowny

(~1).

Stownik

prawie wszystkie wyrazy ciagu

wszystkie wyrazy ciggu poza co najwyzejich skonczong iloscia
cigg ograniczony

cigg a,, n € N jest ograniczony, jesli istniejg liczby rzeczywiste m, M € R takie, ze dla
kazdego n € N zachodza nieréwnosci

m<a, <M



Infografika

Polecenie 1

Na ponizszej infografice przedstawiono sposéb, dzieki ktéremu mozna sprawdzié, czy dany
ciag x,, jest ciagiem argumentow funkcji f. Zapoznaj sie z przedstawionym w infografice
rozwigzaniem, a nastepnie wykonaj zamieszczone pod nig polecenia.

Polecenie 2

Korzystajac ze sposobu przedstawionego w infografice, sprawdz, czy ciag x,, jest ciggiem
argumentéw funkcji f, jesli

Jedli tak, to oblicz f(x3).

Polecenie 3

Korzystajac ze sposobu przedstawionego w infografice, sprawdz, czy ciag x,, jest ciggiem
argumentow funkcji f, jesli

Jedli tak, to oblicz f(x3).



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Czy ciag z,, = % jest ciagiem argumentéw funkcji f(z) = v — 3?

() Nie

() Tak

Cwiczenie 2
Ktdry z podanych ciagdéw NIE jest ciagiem argumentéw funkcji f(z) = Va4 —z?

x, = V10

_ n+l
— 3n+l

o o O O
I
T
=




Cwiczenie 3

Dany jest ciag ¢, = ;n%l. Wskaz funkcje, dla ktorych jest on ciggiem argumentow.

) flz) = 25

O fl) =+

) flz) =2"+5

O f@)=va-1
Cwiczenie 4

Uzupetnij.

..............

______________

x, & Dy ‘dlakaidegonEN’ z, € Dy ‘n:2Hn:1HniejestHjest’

Cwiczenie 5

Uzupetnij.

Ciagzp =2n —1 %ciagiem argumentow funkcji f(z) = %, poniewaz

‘xn:2HdIakaZdegonGNHwn:4HjestHniejestHa:nyé2ixn7é4 ’

‘ dla pewnegon € N ’




Cwiczenie 6

Ktdre z podanych ciagdw sa ciagami argumentow funkeji f(x) = ?%? Zaznacz w tabeli
poprawne odpowiedzi.
ciag jest nie jest

7

v

|
o]fellelle
O|0|0|0

Cwiczenie 7 @

Dany jest ciag x,, = 2 — % Ciagiem argumentéw ktoérych z podanych funkcji jest? Zaznacz
w tabeli poprawne odpowiedzi.

funkcja jest nie jest
fle) =z —1 O O
fl@)=v2 -z O O
flz) = 2x2—3 O O
O O

f(z) = m21_1



Cwiczenie 8 @

Dopasuj podane ciagi do funkcji, dla ktérych sg one ich ciggami argumentéw.

f(x) =/—z—2

= 1 — —2n
a:n—2—|—n Tn = 77
1—-3n _ 2n
Tn = n wn_n—i—l ’
) T, = —2n ’ ‘ T, = (—1)"
f(ZE): 4—x2
zcn:3n—1’ mn:2—%

f(z) =3z —6




Dla nauczyciela

Autor: Mariusz Dolinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Cigg argumentow i cigg wartos$ci funkcji

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1. oblicza granice funkcji (w tym jednostronne).
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

e opisuje czym jest cigg argumentow funkcii,

e opisuje czym jest cigg wartosci funkcii,

» oblicza granice ciggu argumentow oraz ciggu wartosci dla wskazanych funkcii,
e ocenia, czy ciag jest ciggiem argumentow wskazanej funkcii.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
o dyskusja;



o liga zadaniowa.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami zapisanymi w sekciji ,,Przeczytaj.
Faza wstepna:

1. Wskazanie przez nauczyciela tematu: ,,Cigg argumentow i cigg wartosci funkcji”
i celow zajec¢, przejscie do wspolnego ustalenia kryteriow sukcesu.

2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworzg pytania dotyczgce tematu zaje¢, na
ktore odpowiedzg w trakcie lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi, aby wybrany uczen przeczytat polecenie numer 1 z sekcji
»Infografika” - ,Na ponizszejinfografice przedstawiono w jaki sposob mozna sprawdzi¢
czy dany ciag jest ciggiem argumentow funkcji . Zapoznaj si¢ z przedstawionym
w infografice rozwigzaniem a nastepnie wykonaj zamieszczone pod nig polecenia”
Nastepnie prosi uczniow, aby zapoznali si¢ z materialem. Po ustalonym wczesniej
czasie pyta czy byly watpliwosci z jego zrozumieniem i thumaczy je.

2. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia nr
1i 2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie
wybrani uczniowie przedstawiaja rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje
odpowiedzi, dopowiada istotne informacije, udziela uczniom informaciji zwrotne;j.

3. W nastepnym kroku uczniowie wykonujg w grupach ¢wiczenia numer 3,4 i 5.
Nastepnie wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby
uzupelnia informacje.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8, ale nastepnie konsultujg swoje
rozwigzania z innym uczniem i zapisuja na kartce problemy, ktore mieli podczas ich



wykonywania.
Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekciji (,Cigg argumentéw i ciag warto$ci funkc;ji”).

Materialy pomocnicze:

» Cigg arytmetyczny
» Ciagi - wilasnosci ciggdéw arytmetycznych
» Ciagi - suma wyrazow ciggu arytmetycznego

Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekciji ,Infografika” mozna wykorzysta¢ na lekcji jako podsumowanie
i utrwalenie wiedzy w temacie ,Cigg argumentow i cigg wartosci funkciji’”.
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